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§ 230. Геометрическая иллюстрация приближения после- 
довательности к пределу 409 

§ 231. Предел функции 410 

§ 232. Бесконечно малая функция 411 

§ 233. Бесконечно большая функция 412 

§ 234. Связь между бесконечно малой и бесконечно боль- 
шой величинами 415 

§ 235. Свойства бесконечно малых функций 415 

§ 236. Теоремы о пределах 417 

§ 237. Признак существования предела последовательно- 
сти .... . 420 

§ 238. Длина окружности как предел 421 

§ 239. Вычисление длины окружности 422 

§ 240. Два замечательных предела 422 

§ 241. Примеры на отыскание пределов 425 
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грессии 428 
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§ 244. Сравнение бесконечно малых величин 430 

§ 245. Эквивалентные бесконечно малые . . . 431 

§ 246. Приращение аргумента и функции 432 

§ 247. Непрерывность функции , .434 

§ 248. Свойства функции, непрерывной на отрезке , * . 437 
Упражнения 438 

Глава XVII. Производная 440 

§ 249. Вводное замечание , . 440 

§ 250. Задачи, приводящие к понятию производной , * . 441 

§ 251. Определение производной • » • 445 
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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 


При подготовке третьего издания некоторые главы 
книги подверглись значительной переработке. Автором 
учтены критические замечания и пожелания, высказан- 
ные в ходе обсуждения книги, организованного научно- 
методическим кабинетом по высшему и среднему спе- 
циальному образованию СССР. Кроме того, приняты 
во внимание изменения, внесенные в программу по 
математике для средних специальных учебных заве- 
дений. 

Наибольшей переработке подверглись главы VI и 
VII, которые, по существу, написаны заново. В гл. VI 
более детально рассмотрены основные сведения о функ- 
циях и квадратный трехчлен; изучение последнего де- 
лает естественным переход к квадратным уравнениям. 
В главе «Векторы» дано понятие о координатах вектора 
и о разложении вектора по осям. Способ введения три- 
гонометрических функций остался прежним, с той раз- 
ницей, что вместо проекций вектора фигурируют коор- 
динаты вектора; это, на наш взгляд, приводит к более 
кратким определениям тригонометрических функций. 

Усилены логические элементы курса (теорема о рав- 
носильности уравнений, общность формул приведения 
и т. д.). 

Везде, где речь идет об уравнениях определенного 
типа, в скромной дозе говорится и о соответствующих 
неравенствах. При этом автор повсюду пользуется гра- 
фическими приемами решения уравнений и неравенств. 
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В конце книги приведены сводка основных формул и 
таблица функций е х , е~ х , зіпх, созх, которая исполь- 
зуется, например, при переводе комплексных чисел из 
алгебраической формы в показательную. 

По просьбе многих преподавателей автор включил 
в главу «Логарифмическая линейка» шесть новых пара- 
графов об отыскании значений тригонометрических 
функций с помощью линейки и обратную задачу. 

Автор выражает глубокую благодарность рецен- 
зенту доценту Р. С. Гутеру, внимательно изучившему 
рукопись и указавшему на ряд существенных пробелов; 
его ценные советы и рекомендации были учтены при 
окончательной обработке рукописи. 

Все критические замечания, отзывы и пожелания по 
поводу этой книги автор просит направлять по адресу 
Москва, В-71, Ленинский проспект, 15. Издательство 
«Наука». 

Москва, 1967 г. 

Автор 


ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА 

При подготовке шестого издания в текст книги вне- 
сены незначительные исправления и дополнения: ис- 
правлены опечатки в тексте и ответах; в некоторых 
главах увеличено число упражнений. 


ГЛАВА I 

ЭЛЕМЕНТЫ ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 


§ 1. Источники приближенных чисел 

В практической деятельности людей, а также в науке 
и технике постоянно встречаются как точные, так и 
приближенные числа, что видно из следующих при- 
меров: 

1) Если в каждой пачке содержится 20 книг, то 
в 100 таких пачках имеется 2000 книг. Ясно, что число 
2000 — точное. 

2) Согласно последней переписи населения в Москве 
в начале 1970 г. проживало около 7,1 млн. человек. 
Число 7,1 млн. — приближенное (все статистические 
данные обычно округляются). 

В данном случае округление произведено с точ- 
ностью до 0,1 млн. = 100 000, а потому мы можем только 
утверждать, что истинное число людей, проживавших 
в Москве в начале 1970 г., заключено между 7,05 млн. 
и 7,15 млн. 

3) Во всех сообщениях Центрального статистиче- 
ского управления СССР о выпуске промышленной про- 
дукции (автомобилей, мотоциклов, телевизоров и др.) 
данные приводятся в круглых тысячах, что указывает 
на их приближенный характер. 

Точно так же всякий научный опыт и эксперимент, 
всякое измерение на местности или в лабораторных 
условиях порождают приближенные числа, так как по- 
казания различных измерительных приборов мы можем 
определить лишь с некоторой погрешностью. Возникают 
вопросы: 

1) Как оценить точность приближенных чисел? 

У 
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2) Как производить арифметические действия над 
приближенными числами? 

Ответы на эти вопросы даются в следующих пара- 
графах. 

§ 2. Абсолютная погрешность и ее граница 

Пусть число а — приближенное значение некоторой 
величины, число А — истинное, или точное, значение той 
же величины. Как известно, абсолютная величина неот- 
рицательного числа а есть само число о; абсолютная ве- 
личина отрицательного числа а есть противоположное 
ему число ( — а). Знак абсолютной величины: | | — две 

вертикальные черточки, между которыми пишется число 
или буквенное выражение. 

Определение. Абсолютная величина разности 
между точным и приближенным значениями величины 
называется абсолютной погрешностью приближенного 
числа а: 

а = \А — а\, 

где буквой а («альфа») обозначена абсолютная по- 
грешность. 

Примеры. 1) В техникум принято 514 человек; 
если точное число 514 округлить до сотен, получим при- 
ближенное число а — 500; его абсолютная погрешность 
сс = 1 5 1 4 — 500 1=14 (человек). 

2) При покупке часов клиент получает гарантийное 
свидетельство, в котором часовой завод ручается за точ- 
ность суточного хода часов в пределах ± 45 сек, что 
означает: часы не должны уходить вперед или отставать 
в сутки более чем на 45 сек. Допустим, что при про- 
верке часов с сигналами точного времени, даваемыми 
по радио, обнаружилось, что часы уходят вперед в сутки 
на 20 сек\ тогда а = 20 сек и есть абсолютная погреш- 
ность суточного хода часов. Число 45 (сек) есть то, что 
принято называть границей абсолютной погрешности 
приближенного числа; в данном случае приближенным 
числом является то время, которое показывают часы. 
В большинстве случаев точные значения величин нам 
не известны, а потому нельзя определить и абсолютную 
погрешность, т. е. число а; однако в каждом конкрет- 
ном случае можно установить границу абсолютной по- 
грешности, подразумевая под этим такое положитель- 
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ное число, что абсолютная погрешность а всегда 
остается меньше этого числа. Границу абсолютной по- 
грешности приближенного числа а будем обозначать 
через Да («дельта а»). 

3) Слесарь не может точно изготовить деталь дли- 
ной, скажем, в 80 мм. Но с помощью калибромера он 
может установить, что отклонился от заданного размера 
не более чем на 0,02 мм в ту или другую сторону. В дан- 
ном случае Да = 0,02 мм, если за а принять приближен- 
ную длину 80 мм. 

Из сказанного выше следует, что гораздо практич- 
нее пользоваться понятием границы абсолютной по- 
грешности, чем абсолютной погрешностью, когда речь 
идет об оценке точности приближенного числа. В даль- 
нейшем границу абсолютной погрешности будем назы- 
вать просто абсолютной погрешностью, сохраняя обо- 
значение Да. 


§ 3. Относительная погрешность 

Для сравнения точности двух или нескольких при- 
ближенных чисел недостаточно знать их абсолютные 
погрешности, что видно из следующего примера. 

Произведены два измерения: 

1) длины классной доски: = 2,4 м с абсолютной 

погрешностью Д<Д = 0,05 м; 

2) расстояние й 2 между двумя станциями железной 

дороги: с1 2 = 3,48 км с абсолютной погрешностью Д й 2 = 
= 10 м. Требуется узнать, какое из этих двух измерений 
произведено более точно. На первый взгляд может по- 
казаться, что более точным является первое измерение, 
ведь здесь абсолютная погрешность равна только 5 см, 
тогда как при измерении расстояния между станциями 
допущена погрешность в 10 л. Такой взгляд ошибочен; 
надо учесть, что в первом случае абсолютная погреш- 
ность в 5 см падает на сравнительно малую длину и со- 
ставляет 0,02 измеряемой длины; во вто- 

ром случае это отношение 


Ю м 
3480 м 


1 

348 


~ 0,0029. 


Таким образом, оказалось, что второе измерение 
примерно в 7 раз точнее первого. 
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Определение. Отношение абсолютной погрешно- 
сти приближенного числа к самому числу называется 
его относительной погрешностью: 


где ба («дельта малая» с индексом д) означает относи- 
тельную погрешность числа а. 

Относительную погрешность часто выражают в про- 
центах. В примере, рассмотренном в данном параграфе 
относительная погрешность равна 2% и 0,29% соответ- 
ственно. 

Пример. Найти относительную погрешность при- 
ближенного значения числа л, если считать л — 3.14. 
Так как более точное значение числа л есть 3 141592 
то а ~ 3,141592 — 3,14 = 0,001592 < 0,002, 

АЗ, 14 = 0,002, 
а 

8 0,002 1 

б з,м = ~з 7Г = 7570 ~ 0,000637 ~ 0,064 % . 


§ 4. Точные значащие цифры 


Определение 1. Если абсолютная погрешность 
приближенного числа не превышает половины единицы 
последнего разряда, то все значащие цифры данного 
числа называются точными. Например, 

' ) число А = 58,3 имеет три точные значащие 
цифры, если А А не превышает половины десятой доли 
т. е. 

АЛ < 0,05. 


2) Число В — 0,032 имеет две точные значащие циф- 
ры, если А В 0,0005 (половина тысячной равна пяти 
десятитысячным). Нули, стоящие перед первой знача- 
щей цифрой (3), в счет точных значащих цифр никогда 
не идут. 

3) Число С = 2,007 имеет 4 точные значащие цифры, 
если АС ^ 0,0005. Здесь нули, стоящие между знача- 
щими цифрами 2 и 7, также идут в счет точных знача- 
щих цифр. 

Что касается цифры 0, стоящей в конце записи при- 
ближенного числа, то в некоторых случаях нули идут 
в счет точных цифр, в других — нет, 
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4) Число 4123, округленное до сотен, будет 4100 (за- 
пись: 41 -ІО 2 ); здесь нули в счет точных значащих цифр 
не идут, так как они заменяют точные цифры 2 и 3. 

5) Точное число 15,003, округленное до сотых долей, 
дает 15,00; здесь оба нуля идут в счет точных цифр, по- 
скольку в точном числе ни десятых, ни сотых долей не 
имеется. 

Определение 2. Если абсолютная погрешность 
приближенного числа больше половины единицы по- 
следнего разряда этого числа, то последнюю цифру при- 
ближенного числа называют сомнительной или нена- 
дежной. 

Примеры. 1. а — 42,3; Да = 0,2. Последняя цифра 
(3) ненадежна. 

2. Ь = 18,32; если А Ь — 0,03, то последняя цифра со- 
мнительна; если же Д Ь = 0,005, то она надежна. 

В приближенном числе, как правило, сохраняют 
только одну ненадежную цифру, остальные отбрасывают. 

Примечание. Надо различать термины «знача- 
щие цифры» и «десятичные знаки», что не одно и то же; 

1) приближенное число 45,7 имеет три значащие 
цифры и один десятичный знак; 

2) приближенное число 0,0075 имеет две значащие 
цифры и четыре десятичных знака. 


§ 5. Действия над приближенными числами 


В предыдущих параграфах были показаны различ- 
ные способы оценки точности приближенных чисел. 

Теперь возникает такой вопрос: как производить 
арифметические действия над приближенными числами 
так, чтобы результаты этих действий не содержали 
лишних сомнительных цифр. С € § Р 

Проще всего производить действия над-^иблТжен- 
ными числами по правила іѵР''й'Ь д > йч#тФ°3#ІМ т #* 
щих цифр. Частично эти правнл(Ф’даюТсЯ' ! 
нии арифметики в V классе. Нидш привбфяФей^ормули- 
ровки этих правил и примеры их^гірименейЩц'ь'ОвОда- 


н уче-іяыз 

§ 6. Правила подсчета значащая 

1. При сложении и вычитании пр$б.юшеддр}«,зй и сел 
в результате следует сохранять 
ков, сколько их в приближенном чиС/ 
числом десятичных знаков. 

— “ т & 


техникум 


Г. Льсакв»ец 


2. При умножении и делении в результате сохраняем 
столько значащих цифр, сколько их имеет наименее точ- 
ное из данных чисел. Из нескольких приближенных чи- 
сел наименее точным считается то, которое имеет наи- 
меньшее количество точных значащих цифр. 

3. При возведении в квадрат и куб в результате со- 
храняем столько значащих цифр, сколько их имеет осно- 
вание степени. 

4. При извлечении квадратного и кубического корня 
в результате надо сохранить столько же значащих 
цифр, сколько их имеет подкоренное число. 

5. При вычислении промежуточных результатов со- 
храняется одна лишняя запасная цифра, которая в окон- 
чательном результате отбрасывается. 

§ 7. Применение правил подсчета цифр 

1. Сложение и вычитание. 1) Найти сумму прибли- 
женных чисел: 

1,7 + 4,35 + 5,124. 

Наименьшее число десятичных знаков имеет первое 
слагаемое (1,7); в остальных двух слагаемых сохраним 
один лишний десятичный знак, который в окончатель- 
ном результате будет отброшен: 

1,7 + 4,35 + 5,12 = 11,17 « 11,2. 

2) Вычесть из 69,3 число 4,856. Здесь вычитаемое 
имеет два лишних десятичных знака по сравнению 
с уменьшаемым; надо сохранить лишь один лишний 
знак: 

_ 69,30 
4,86 

64,44 ~ 64,4. 

2. Умножение и деление. 3) Вычислить площадь зе- 
мельного участка, имеющего вид прямоугольника со 
сторонами а = 31,5 м, Ь — 28,4 м. Так как сомножители 
имеют по три значащие цифры, то в произведении сохра- 
няем также три значащие цифры: 

5 = 31,5-28,4 = 894,60 ~ 895. 

4) 52,8-0,32 = 16,896 ~ 17. 

Наименее точный множитель (0,32) имеет две знача- 
щие цифры; столько же цифр сохраняется в произведении. 
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5) С участка площадью 2,45 га собрано 30,5 т кар- 
тофеля. Определить средний урожай с одного гектара: 

30,5:2,45 - 12,4 (/л). 


3. Возведение в степень и извлечение корня, 

6) (3,18) 2 » 10,1. 

Основание имеет три значащие цифры; столько же 
цифр надо удержать в результате возведения в квадрат. 

7) (0,132) 3 ~ 0,00230. 

8) Уі2 , 5 ~ 3,54. 

9) і/з/ЙГ^ 1,55. 

1 0) В ычислить вторую космическую скорость ѵ — 
= V 2§Р , т. е. скорость, при которой снаряд, выпущен- 
ный вверх по вертикали, не вернется обратно на Землю. 

§■ = 981 см/сек 2 — ускорение силы тяжести, 

= 63 - 1 0 7 см — радиус Земли, 


Р= ]/2 - 981 -63- 10 7 = ]/2 • 9,81 -6,3- Ю 10 = 

= Ю 5 - 1/2-9,81 -6,3 = 11,2 - 10® {см! сек), 

'ИЛИ . 


а — 11,2 км! сек. 


Примечание. При решении примеров б, 7, 8, 9 и 
10 были использованы «Четырехзначные математические 
таблицы» Брадиса. 


§ 8. Примеры более сложных вычислений по правилу 
подсчета значащих цифр 

Пример 1. Теплоемкость твердого тела х опреде- 
ляется по формуле 

_ (т г — т, -е т,п) (< 2 ~б) 

Р(Г-іі) ’ 

где — вес внутреннего сосуда без воды, т 2 — вес вну- 
треннего сосуда с водой, /і — первоначальная темпера- 
тура воды, І 2 — температура воды после погружения 
тела, Т — температура кипения воды, п — теплоемкость 
калориметра и мешалки, Р — вес тела, теплоемкость ко- 
торого надо найти. 

Из опыта получены следующие данные: 

Р = 403,7; гпі =119; пг 2 = 673; п = 0,094; 

Іі = 9,5; і 2 = 12,8; Т = 100,11. 
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В этом примере величины п и і\ имеют всего две 
точные значащие цифры, поэтому более точные данные 
предварительно округляем, сохраняя в них три знача- 
щие цифры: Р — 404; Т » 100; промежуточные вычисле- 
ния производим с тремя значащими цифрами, в окон- 
чательном результате сохраняем две значащие цифры. 

Подставляем числовые данные в формулу: 

х= ( 673 - 119 + 119 - 0 , 094 ) ( 12 , 8 - 9 , 5 ) (554 + 1 19 • 0 , 094 ) • 3 3 

404 ( 100 - 12 , 8 ) 404 ■ 87,2 1 

Производим вычисления: 

1Г9- 0,094 = 11,186 » 11,2, 

554+ 11,2 = 565,2 » 565, 

565 • 3,3 = 1864,5 » 186- 10, 

404 • 87,2 = 35 228,8 » 35 200 = 352 ■ ІО 2 , 

_] 86-10 _ 186 18,6 

352 • 10 2 ~ 352 • 10 ~ " 352 ” ~ 0.0528 ^ 0,053. 

Ответ: х = 0,053. 

Пример 2. В цепь переменного тока включены 
конденсатор и катушка. Полное сопротивление такой 
цепи определяется по формуле 

2 К 


где Р — сопротивление внешней цепи, (а>1 — ] - реак- 

тивное сопротивление. 

Вычислить I , если У? = 41,4; со = 0,75; I = 18; С = 
= 0,52. 

Наименее точные данные имеют две значащие циф- 
ры, поэтому в окончательном результате сохраним 
только две цифры; промежуточные вычисления будем 
производить с тремя значащими цифрами: 


1) 0,75 ■ 18- 


0,75 ■ 0,52 


2) (10,9) 2 = 1 18,81 » 119, 

3) 41, 4 2 » 1714 » 171 • 10, 

4) 119+ 1710= 1829 » 183 . 10, 


13,5-2,56 » 10,9, 


5) у 1830 » 42,8 » 43 {ом). 
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§ 9. Вычисления с наперед заданной точностью 


В практических вычислениях часто приходится ре- 
шать следующую задачу: с какой точностью надо взять 
исходные данные, чтобы погрешность окончательного 
результата не превысила заданной наперед границы?. 

Рассмотрим два примера: 

!. Период полного колебания Т маятника опреде- 


ляется по формуле: 


Т = 2лУ 


где I — -длина маят- 


ника (см), § — ускорение силы тяжести (см/сек 2 ). 

С какой точностью надо измерить длину / и со сколь- 
кими значащими цифрами нужно взять числа л и §, 
чтобы относительная погрешность при вычислении пе- 
риода Т не превышала полпроцента (0,5% )? 

Длина маятника I ~ 80 см. Определяем порядок ве- 
личины Г, т. е. десятичный разряд первой цифры слева 
(десятки или единицы), для чего принимаем во внима- 
ние только первую цифру каждого из округленных чи- 
сел л и § (л ~ 3; § я* 1000): 


тщ- -6-0,28- 1,7; 

V 

тогда 0,5% от 1,7 = 0,005 • 1,7 = 0,0085. 

По относительной погрешности мы нашли границу 
абсолютной погрешности: ДГ = 0,0085. По величине до- 
пускаемой абсолютной погрешности можно судить 
о том, что период должен иметь три точные значащие 
цифры, а поэтому длина / должна выражаться прибли- 
женным числом с тремя значащими цифрами, т. е. 
должна быть измерена с точностью до десятых долей 
сантиметра. Число я лучше взять с четырьмя знача- 
щими цифрами, т. е. с одной запасной цифрой, число 
8 — с тремя (981), промежуточные вычисления вести 
с четырьмя цифрами, в окончательном результате со- 
хранить три значащие цифры. 

1. С какой точностью надо измерить катеты а и Ь 
прямоугольного треугольника, чтобы можно было вы- 
числить гипотенузу с=Уа 2 + Ь 2 с относительной по- 
грешностью бе, не превышающей 2%? 

Допустим, что а кз 50 см, Ь кз 80 см.* Каждое из 
приближенных чисел 50 и 80 имеет одну точную 
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значащую цифру. Находим приближенное 
гипотенузы: 


значение 


с~ /50 2 + 80 2 = У 100(25 + 64) = 10 /89 10 • 9,4 = 94; 

2% от 94 = 94 • 0.02= 1,88 ** 2. 

Таким образом, абсолютная погрешность Ас = 2 (си) 
Ото значит, что цифра, указывающая число единиц 
в окончательном результате, сомнительна, а потому сле- 
дует катеты а и Ь взять с двумя точными значащими 
Цифрами, т. е. измерить с точностью до 0,5 см, Проме- 
жуточные вычисления надо вести с тремя значащими 
цифрами, а полученное значение гипотенузы с должно 
быть округлено до двух значащих цифр. 


Упражнения 

1. Число 2,7182818 округлить до 5, 4, 3 значащих цифр. 

с)П <1 а /Г' Ше 0Т цент Р а Земли до полюса в километрах равно 
6356 9°9. Округлить это число до 2, 3, 4 значащих цифр. 

з. Какая разница между записью температуры 18° и 18 0'’? 

с точногткю РТ пп Ь і ЭККУРа ч Н0 П Р ЯМ0 У Г0ЛЬННК и измерить его стороны 
м Р Записать, пользуясь знаками неравенства, 

между какими числами заключается длина его сторон. 

„ доп Приближенное значение величины х заключено между 6,85 м 
и о,оу м. с. какой точностью произведено измерение? 

6. Дробь 5— обратить в десятичную с точностью до 0,001. 

„п о 7 ! ПрИ л, взвеш,[ вании тела получился вес 18,7 кг с точностью 
Д ° « / " Ка3ать г Р ани Ч ы точного значения веса. 

8. Найти в процентах относительную погрешность числа 3 14 
». Какое из двух измерений точнее: 

1) 895 м (±0,5 м); 2) 24,08 м (±0.01 м)? 

10. Какое из двух приближенных значений числа я точнее: 

3,14 или Зу ? 

11 . Написать число 18,754 без лишних цифр, зная, что относи- 
тельная погрешность его равна у %. 

12. Найти сумму 2 у + — + 4 у с тремя точными десятичны- 
ми знаками. 

, . по Расс ™ янне между двумя городами по карте равно 24,6 см 
см). Найти действительное расстояние между городами если 
масштаб карты 1 : 2 500 000; определить погрешность. 

14. Кубатура комнаты 127,4 лЛ Сколько весит воздух, содер- 
жащийся в этой комнате, если вес 1 м 3 равен 1,29 кг (± 0,01 кг)?. 
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15. Сколько точных значащих цифр можно определить в произ- 
ведении приближенных чисел 2,18 • 0,65 • 0,175? Вычислить эти цифры. 

16. Найти объем комнаты, если размеры ее 15,4 X 12,6 X 4,5. 
Какова относительная погрешность произведения? 

17. Для определения удельного веса тела было установлено, 
что вес его 117,8 г; при погружении в воду тело вытеснило 54,7 см 3 . 
С какой точностью можно определить удельный вес тела? 

18. С какой относительной погрешностью можно вычислить 
объем цилиндра, если радиус основания г = 15,4 см, высота Н — 
= 28,2 см? 

19. С площади 32,4 га собрано 4580 ц ржи. По скольку цент- 
неров в среднем собрано с 1 га? 

20. Грубо приближенное значение радиуса цилиндра — 20 см, 
высоты — 30 см. С какой точностью надо выполнить измерение, 
чтобы относительная погрешность при вычислении объема не пре- 
вышала 1%? 


ГЛАВА II 

УРАВНЕНИЯ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ 

§ 10. Общие понятия и определения 

Определение і. У равнением называется равен- 
ство, содержащее одну или несколько букв, под кото- 
рыми подразумеваются неизвестные числа. 

Буквы, обозначающие неизвестные числа, назы- 
ваются просто неизвестными. 

Примеры. 1) Равенство За + 7 = 5а — 9 есть урав- 
нение с одним неизвестным а; оно справедливо только 
при а — 8. 

2) Равенство х + 2 у 2 = 13 есть уравнение с двумя не- 
известными хи у; оно справедливо, например, если 
х = 5, у = 2. 

Неизвестные чаще всего обозначаются последними 
буквами латинского алфавита х, у, г, и , ѵ, . . . 

Вместо фразы «уравнение справедливо при х = 1; 
у = 2» чаще принято говорить, что уравнение удовле- 
творяется значениями неизвестных х = 1, у = 2. 

Определение 2. Значения неизвестных, удовле- 
творяющие данному уравнению, называются его реше- 
ниями. 

Если уравнение содержит только одно неизвестное, 
то его решение чаще принято называть корнем урав- 
нения. 

Примеры. 1) Уравнение Зх 2 = 2х + 1 имеет корни 
1 , 

Х\— — у и х 2 = 1, что легко проверить. 

2) Одним из решений уравнения Зх + у = 5 яв- 
ляется пара чисел х = 1, у — 2. 

3) Решением уравнения с тремя неизвестными х 4- 
+ у + 2г = 10 является, например, тройка чисел: х = 1, 
у = 3, г = 3. 
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Определение 3. Решить уравнение или систему 
уравнений — это значит найти все решения, т. е. все те 
значения неизвестных, которые удовлетворяют данному 
уравнению или системе (т. е. каждому уравнению си- 
стемы), или убедиться в том, что таких значений неиз- 
вестных нет. 

Пример. Уравнение х — 3 = х + 1 не имеет корня, 
так как при любом значении неизвестного всегда левая 
часть уравнения не равна правой части. 

В зависимости от числа неизвестных, входящих 
в уравнение, различают уравнения с одним, двумя и 
большим числом неизвестных. 

Определение 4. Уравнение с одним неизвестным 
называется алгебраическим , если оно может быть при- 
ведено к такому виду, что его левая часть — многочлен 
относительно неизвестного, а правая часть равна нулю. 
Такой вид уравнения называется нормальным. Наивыс- 
ший показатель степени при неизвестном в левой части 
нормального уравнения называется степенью алгебраи- 
ческого уравнения. 

Так, например, уравнения: Зх + 5 = О, 5х 2 — 8х — 
‘ 20 = 0, х 4 — 8х 2 — 29 = 0 — алгебраические уравнения 
соответственно первой, второй и четвертой степени. 

В дальнейшем для краткости слово «алгебраическое-» 
будем опускать; это не приведет к недоразумению, по- 
скольку речь будет идти только об алгебраических урав- 
нениях. 

Коэффициентами уравнения называются числовые 
или буквенные множители при неизвестных, а также 
свободный член, т. е. член, не содержащий неизвестных. 
Обычно говорят о коэффициентах уравнения, приведен- 
ного к нормальной форме. 

Примеры. 1. Уравнение 2х 2 — 5х— 10 = 0 есть 
уравнение второй степени с числовыми коэффициентами 
(коэффициенты: 2, —5 и —10); здесь число —10 — сво- 
бодный член. 

2. Уравнение -^—Ьх 2 + 1 есть уравнение третьей 

степени с коэффициентами Ь, 0, 1 и — а (проверьте это 
сами). 

Определение 5. Два уравнения с одними и теми 
же неизвестными называются равносильными, если все 
решения первого уравнения являются решениями вто- 
рого и, наоборот, все решения второго уравнения 
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служат также решениями первого или если оба уравне- 
ния не имеют решения. 

Примеры. 1. Уравнения ^ +-у- = 14 и 5х — 36 = 2х 

равносильны, так как оба уравнения удовлетворяются 
только при х = 12. 

2. Уравнения 2х — 3 = 7 и (2х — 3) (х + 1 ) = 7 (х + 1 ) 
неравносильны: первое из них имеет единственный ко- 
рень х = 5, а второе кроме корня х = 5 имеет еще ко- 
рень х = — 1, который не служит решением первого 
уравнения. 

3. Уравнения х + 5 — х — 1 и х(х — 3) = х 2 + 8 — Зх 
равносильны, так как оба не имеют решений. 

При решении уравнения нам приходится произво- 
дить над ним ряд преобразований, пока не получим про- 
стейшее уравнение вида х = а или совокупность таких 
уравнений. Возникает вопрос: не может ли получиться 
в результате производимых преобразований новое урав- 
нение, которое окажется неравносильным исходному 
уравнению. 

Приведем без доказательства две теоремы о равно- 
сильности уравнений*). 

Теорема 1. Если к обеим частям уравнения приба- 
вим одно и то же число или один и тот же многочлен 
относительно неизвестного, то новое уравнение равно- 
сильно первоначальному. 

Теорема 2. Если обе части уравнения умножим 
'(или разделим) на одно и то же число, отличное от 
нуля, то новое уравнение равносильно первоначальному. 

Из теоремы 1 вытекает важное следствие: любой 
член уравнения можно переносить из одной части 
в другую, изменив его знак на противоположный. 

В самом деле, допустим, что в правой части уравне- 
ния содержится член А (А может быть числом или мно- 
гочленом относительно неизвестного). Если прибавим 
к обеим частям уравнения по величине — А, то в правой 
части члены А и — А уничтожаются, а в левой части по- 
явится член — А. Следовательно, можно переносить лю- 
бой член уравнения из правой части в левую, переменив 
его знак на противоположный. 

Таким же образом можно рассуждать и относи- 
тельно любого члена, стоящего в левой части уравнения. 


*) Доказательство этих теорем дается в § 79, 
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Приведем примеры решения уравнений первой сте- 
пени с одним неизвестным. 

Пример 1. ~. (х ~Р -Л- (*~ 3 ) = з 

г у х + 2 л: Н- 3 

Не зная, чему равен корень уравнения, можно утвер- 
ждать, что искомым корнем заведомо не является ни 
число 2, ни число — 3; в противном случае левая часть 
уравнения не имела бы смысла (на нуль делить нельзя). 
Перенесем все члены в левую часть и приведем дроби 
к общему знаменателю: 

5 (х-2) (х + 3)-2(х-3) (х + 2)-3(х + 2) (х + 3) п 
(х + 2) (х + 3) ~ 

После упрощения числителя левой части получим 

~ 4 (2х + 9) 

(* + 2)(л: + 3) _и - 


Так как дробь равна нулю лишь тогда, когда ее числи- 
тель равен нулю (знаменатель не равен нулю), то 

4 (2л: + 9) = 0, откуда х = — 


Пример 2. 


X 

а 2 — Ь 2 


В этом уравнении х — 
ные величины. 


2х . а + Ь — 1 _ х 
а + Ь ' 2 (а — Ь) а — Ь 

неизвестное, а и 6 — 


+ 1 . 

извест- 


Написанное равенство имеет смысл, если ни один из 
знаменателей дробей не равен нулю; следовательно, 
а ^ — Ь. Будем последовательно упрощать данное урав-« 
нение: 


( - 1 . 

1 \ 

\а 2 -Ь 2 1 а + Ь 

а-Ь )■ 

1 + 2 (а—Ь) — а — Ь 

ѵ 21 

а 2 ~Ь 2 


1 + а - 36 

а - 

а 2 — Ь 2 

2 


1 


а + Ь — 1 


2 (а -Ь) * 
Ъ)-р-зЬ+ 1 

2 (а- Ь) » 


2 (а-Ь) * 


Если 1 + а — ЗЬ 0, то, разделив обе части 
1 + о — ЗЬ, получаем: 


1 


1 


а 2 — Ь 2 


а + Ъ 


2 (а-Ь) ’ 


на 


Если же 1 + а — 36 = 0, то уравнение справедливо 
при любом значении х. 
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§ 11. Уравнения первой степени 
с одним неизвестным и их графическое 
решение 

Всякое уравнение первой степени с одним неизве- 
стным может быть приведено к виду ах + Ь = 0. Левая 
часть такого уравнения есть многочлен первой степени 
относительно х, называемый также линейной функцией, 
а правая часть равна нулю. 

Ясно, что: 

1) если аф 0, то корень уравнения равен— 

2) если а = 0 и Ьф 0, то уравнение не имеет корня; 

3) если а = Ь = 0, то решением уравнения является 
любое число; в этом случае уравнение называется не- 
определенным. 

Пусть дано уравнение 2х — 3=-~х+1. Левая и 

уравнения являются линейными 
функциями. Решить это уравне- 
ние — значит найти такое значе- 
ние х, при котором обе функции 
численно равны. 

Исходя из такого взгляда на 
уравнение (кстати сказать, весь- 
ма плодотворного, что будет по- 
казано в дальнейшем), сам со- 
бой напрашивается следующий 
способ решения: 

1) Строим графики линейных 

функций у =7 2х — 3 и у = 4*+1. 

являющиеся, как известно, пря- 
мыми линиями*). 

2) Абсцисса точки М — точки пересечения прямых 
(рис. 1) — является корнем данного уравнения, так как 
этой абсциссе соответствуют одинаковые ординаты то- 
чек обеих прямых, т. е. при этом значении абсциссы х 
обе части уравнения равны. Из рис. 1 видно, что аб- 
сцисса точки пересечения прямых, т. е. корень уравне- 
ния, х = 8. 


правая - части этого 



*) Понятия функции и графика будут нами более подробно 
рассмотрены в гл. VI. 
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Можно было поступить и по-другому: сначала прй- 
вести данное уравнение к виду х — 8 = 0. Тогда иско- 
мый корень представляет собой такое значение аргу- 
мента х, при котором функция у = х — 8 равна нулю. 
Таким значением аргумента является 
абсцисса точки пересечения графика 
с осью абсцисс (рис. 2). 

Заметим, что последний способ не 
столь интересен как самостоятельный 
способ решения (действительно, при- 
ведя исходное уравнение к виду 
* — 8 = 0, мы фактически его решили), 
однако полезен для исследования 
уравнений первой степени, заданных 
в общем (нормальном) виде: ах + Ъ = 

= 0. Именно, три возможных случая расположения 
прямой ^ 

у = ах -ф- Ь 



Рис. 2. 


относительно оси абсцисс (прямая пересекает ось, па- 
раллельна ей, совпадает с ней) дают геометрическое 
истолкование трех возможных случаев решения уравне- 
ния ах + Ъ = 0 (уравнение имеет единственное решение, 
не имеет ни одного, имеет бесчисленное множество ре- 
шений). 


§ 12. Система линейных уравнений 

Линейным уравнением (уравнением первой степени) 
с двумя неизвестными называется уравнение вида 

ах~\-Ьу = с. 

Нетрудно видеть, что это уравнение имеет бесчислен- 
ное множество решений, так как одному из неизвест- 
ных, например х, можно придавать произвольные зна- 
чения, а соответствующие ему значения неизвестного у 
найдутся из уравнения. 

Например, если неизвестное х уравнения 2х — у = 3 
положить равным — 1, 0, 2, 5, то соответствующие им 
значения у будут — 5, — 3, 1, 7. Каждая пара чисел: 
( 1; 5), (0; — 3), (2; 1), (5; 7) является решением 

данного уравнения. Таких пар чисел — бесконечное мно- 
жество. Поэтому говорят, что одно уравнение первой 
степени с двумя неизвестными является неопределен- 
ным. 
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Эту неопределенность легко истолковать графически. 
Уравнению 2х — у = 3 в прямоугольной системе коор- 
динат соответствует прямая. Эта прямая есть график 
линейной функции у — 2х — 3, изображенной на рис. 1. 

Координаты любой точки прямой представляют со- 
бой решение уравнения, но так как точек на прямой 
бесконечное множество, то и решений бесконечное мно- 
жество. 

Совокупность двух уравнений 


| а 1 х + й,г/ = с 1( 

1 а 2 х + Ь 2 у = с 2 

образует линейную систему уравнений с двумя неизвест- 
ными. Пара чисел х 0 , у 0 , удовлетворяющих каждому 
уравнению системы, называется ее решением. 

Прежде чем решать такую систему в общем виде, 
вспомним приемы решения линейных систем с числовы- 
ми коэффициентами. 

§ 13. Способ алгебраического сложения 

Пример 1. Решить систему 


| 5х + 2у = 14, 
1 Зх — 4у = 24. 


Умножив обе части первого уравнения на 2, полу- 
чим систему 

I 10х + 4г/ = 28, 
і Зх — 4г/ = 24, 


равносильную данной. Сложив почленно уравнения этой 
системы, получим \3х = 52, откуда х = 4. 

Подставляем найденное значение х в первое уравне- 
ние и находим у = — 3. 

Итак, система имеет единственное решение х = 4; 

У = -з. 

Пример 2. Решить систему 

| 7а + ЗЬ = 8, 

1 5а + 2Ь = 5,5. 
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Умножив обе части первого уравнения на 2, а вто- 
рого на — 3, получим систему 

| 14а + 66= 16, 

I - 15а -66 = -16,5, 

равносильную данной. Сложив почленно уравнения этой 
системы, получим — а = — 0,5, откуда а = 0,5. Далее, 
подставляя найденное значение а в одно из уравнений 
системы, находим 6 = 1,5. 

Из приведенных примеров видно, что всегда можно 
уравнения данной системы преобразовать так, чтобы 
коэффициенты при одном из неизвестных отличались 
лишь знаком, тогда почленным сложением данных урав- 
нений получаем уравнение с одним неизвестным. 

§ 14. Способ подстановки 

Часто употребляется такой прием решения системы: 
из одного уравнения выражаем одно неизвестное через 
другое и подставляем во второе уравнение системы, 
что приводит к уравнению с одним неизвестным. Такой 
прием решения системы получил название способа под- 
становки. 

Пример 1 , 

| 5х + 2 у= 14, 

I Зх — 4у = 24. 

Из первого уравнения выражаем у через х: 

У = 7-~х. (1) 

Подставляем во второе уравнение системы вместо у 
выражение 7 — ~ х: 

3* - 4 (7 - | х) = 24. 

Отсюда х = 4, а потому из равенства (1) получаем 
у = — 3 . 

Способом подстановки предпочитают решать систе- 
мы с буквенными коэффициентами. 

Пример 2. 

| ах + у = с, 

\ х + Ьу = іп 

(все коэффициенты отличны от нуля и об ф 1). 
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Из первого уравнения находим у = с — ах. Замена 
во втором уравнении неизвестного у на с — ах приво- 
дит к уравнению с одним неизвестным 

х-\ - Ь(с — ах) = т, 

т — Ьс 

откуда х— х _ аЬ ■ 

Зная значение х, из равенства у = с — ах легко най- 
ти у. 

§ 15. Решение линейной системы 
при помощи определителей 

Пусть дана линейная .система с буквенными коэф- 
фициентами 

а { х + Ъ { у = с, ФіФО), 
а 2 х + Ъ 2 у = с 2 . 

Требуется найти ее решение. 

Из первого уравнения варажаем у через хг 

у = (1) 

Это значение у подставляем во второе уравнение: 
а 2 х + Ъ 2 ~ | Я|Ѵ = с 2 . 

Получим уравнение с одним неизвестным (лг) , которое 
приводится к виду 

а 2 Ь ,х — а { Ь 2 х = Ь 1 с 2 — Ь 2 с 1 

или 

(а 2 Ьі — а { Ь 2 ) х = Ь { с 2 — Ь 2 с { . (2) 

Если коэффициент при х, т. е. выражение а 2 Ь і — аіЬ 2 , 
отличен от 0, то можно обе части равенства (2) разде- 
лить на него; получим: 

% _ ^і с 2 ~ ^2 с і 6гГ| — Ь\Сг ' /л\ 

а 2 Ь 1 — а 1 Ь 2 а 1 Ь 2 — а г Ьі * ' ’ 

После подстановки в равенство (1) на место х его зна- 
чения из равенства (3) находим: 

__ а ‘ с і ~ а \ с г йіС 2 — а 2 Су 

У а 2 Ь 1 — а 1 Ь 2 ~ аі& 2 — а 2 6і ' ^ * 

Данная система имеет единственное решение, если 
й ( 6 2 — а 2 Ь\ФО, причем значения неизвестных вычис- 
ляются по формулам (3) и (4). 
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Обратим внимание на -то; что знаменатели дробей, 
представляющих значения неизвестных, одинаковы. 
Этот общий знаменатель равен аіЬ 2 — а 2 Ь і; он состав- 
лен только из коэффициентов при неизвестных к, у. 
Выпишем эти коэффициенты в том порядке, как были 
заданы уравнения системы, пропуская сами неизвест- 
ные, и расположим их в виде квадратной таблицы; по- 
лучим; 

а і 

а 2 Ь 2 ® 

Если перемножить коэффициенты, расположенные на 
диагоналях квадрата, и из произведения чисел, распо- 
ложенных на диагонали, идущей из левого верхнего 
угла вниз, вычесть произведение чисел другой диаго- 
нали, то получим выражение а і Ь 2 — а 2 Ь 1 \ оно называет- 
ся определителем данной линейной системы уравнений 
и обозначается: 

а, 6, 

Л= а, Ь 2 (6) 

Вообще для таблицы вида (5), составленной из про- 
извольных четырех чисел (не обязательно являющихся 
коэффициентами системы), выражение, аналогичное (6), 
называется определителем 2-га порядка. 

Заметим, что для запоминания правила вычисления 
определителя удобно следующее схематическое изобра- 
жение его: 

+ - 


Пример. 


Ч 


а 2 


-5 

8 


= 3 • 8 — 4 ( — 5) = 44. 


Числители дробей, определяющих значения неизвест- 
ных в равенствах (3) и (4), также представляют со- 
бой определители 2-го порядка: 


Л* = 




с 2 Ь. 2 
а і с, 
а 2 с 2 


— Ь | С 2 , 


■ ЯіС 2 — а 2 С[. 


2 Р, А, Калнин 
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Определитель А* получен из определителя системы 

а, Ь } 


Д = 


*і 

<х<і Ь 2 

заменой чисел первого столбца свободными членами, 
а определитель А у получен из определителя системы пу- 
тем замены чисел второго столбца свободными членами. 

Теперь можно сокращенно записать решение си- 
стемы 

Г а х х + Ь х у = с„ 

1 а 2 х + Ь 2 у = с 2 
А* А„ 

в виде * = — ; # = -д~. 

Пример 1. Решить систему 
Зх + Ъу — 4, 

7х-3 у = 24. 

Составляем определитель системы 
3 5 

А = 7 _ 3 = 3( — 3) — 5 - 7= —9 — 35= — 44. 

Он не равен нулю, а потому система имеет единствен- 
ное решение. Вычисляем остальные два определителя: 

4 5 

= 4 • ( — 3) — 5 • 24= -132, 


= 3 • 24 - 4 • 7 = 44. 


Ах= 24 

3 4 

7 24 

Теперь находим значения неизвестных 
х = 

= Ьу 

У А -44 


Ад -132 . 
Д - лл ’ 


— 44 
44 


= - 1 . 


Пример 2. Решить систему 
* , у 


а + Ь 


а — Ь 


а + Ь, 


- + Т = 2а. 
а Ь 


04 


Составим определитель системы 


I 1 ^ а 2 — Ь 2 — 2аЬ 

( а + Ь)Ь ( а — Ь)а аЬ (а + Ь) (а — Ь) ' 

Для существования А необходимо, чтобы знамена- 
тель этой дроби не был равен нулю, т. е. чтобы аф О, 
ЬфО и аф ±Ь\ при этом А ф 0 , если 

а 2 — Ъ 2 — 2 аЪ Ф= 0 . 

Вычислим определители А х и А у ( 


а + Ь 2 а а Ъ-ьг-2аЬ 
Ь а — Ь Ь (а -г Ь) ’ 


2а _ а + Ь _ а 2 —Ь 2 — 2аЬ 
а + Ь а а(а + Ь) 

Находим значения неизвестных: 

Д х . . Д и 

х = — = а(а + Ь), у = — = Ь (а — Ь). 

Подстановкой найденных значений неизвестных в каж- 
дое уравнение данной системы убеждаемся в правиль- 
ности решения; эту проверку можно произвести в уме. 

§ 18. Линейная система, определитель которой 
равен нулю 

Предположим, что определитель системы 
х + Ь 1 у = с 1 , 
а 2 х + Ь 2 у = с 2 

равен нулю: 

А = а { Ь 2 — афі — 0; 

тогда а\Ь 2 = а 2 Ьі, откуда = т. е. если определи- 
тель системы равен нулю, то коэффициенты при неиз- 
вестных пропорциональны. 

* 


Л* = 


А 


а + Ь 


2 а 


а+Ь 


1 


а — Ь 
_ 1 _ 

Ь 

а + Ь 


— 2 а 

а 


__1 1 _ 

а+Ь а—Ь 
\_ 1 _ 

а Ь 
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Обратно: если коэффициенты при неизвестных про- 
порциональны, то определитель системы равен нулю. 

Действительно, из = следует, что аф 2 = а 2 Ь\ или 
а 1 Ь 2 — а 2 Ь 1 = 0. 

Допустим теперь, что хотя бы один из определите- 
лей А х или А у также равен нулю. 

Пусть А х — 0: С\Ь 2 — сфі - 0, что влечет проиор- 

Ь\ с, 1 

цию: -г - = — . 

Ь 2 с 2 

Замечание. Мы предполагаем, что коэффициенты 
«г, Ь 2 и с 2 не равны нулю. Иначе предыдущие рассужде- 
ния потеряли бы силу, так как на нуль делить нельзя. 
В случае равенства нулю каких-либо коэффициентов си- 
стема упрощается. Например, из а 2 = 0 следует, что 
0 )& 2 . = о. 2 Ьі = 0. Значит, либо Ъ 2 — 0 (пропадает второе 
уравнение), либо а^ = 0 (пропадают все члены, содер- 
жащие х). 

Таким образом, из того, что А = 0 и А х = 0, следует 
пропорциональность коэффициентов при одинаковых не- 
известных и свободных членов: 


а\ _ Ь { __ с і 
а 2 Ь 2 с 2 

(т. е. А у тоже равен нулю). 

Обозначим величину каждого из трех равных 
шений через к {к Ф 0) : * 


( 1 ) 


0ТІ10- 


следовательно, 

а, = ка 2 , Ь\ = кЪ 2 , с { = кс 2 . (2) 

После замены коэффициентов первого уравнения их вы- 
ражениями из равенств (2) система примет следующий 
вид: 

С ка 2 х -1- кЬ 2 у = кс 2 , 

\ а 2 х + Ь 2 у = с 2 . 

Если сократим все члены первого уравнения на множи- 
тель к, то окажется, что данная система состоит из двух 
одинаковых уравнений, т. е. одно уравнение есть след- 
ствие другого. Иными словами, мы имеем одно уравне- 
ние с двумя неизвестными. Как было отмечено ранее, 
одно уравнение с двумя неизвестными имеет бесчислен- 
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ное множество решений. В этом случае говорят, - 
система неопределенна. 

Пример. 


Имеем: 


4х + 6 у — 3, 
блг + 9 у = 4,5. 


4 _ 6 3 

6 9 ~ 4,5 



чго 


Здесь коэффициенты при одинаковых неизвестных и 
свободные члены пропорциональны; если умножить обе 

части первого уравнения на — (или второго уравнения 
2 \ 

на -д-1, то оно совпадает со вторым (с первым). 

Система имеет те же решения, что и одно из урав- 
нений данной системы. 

Рассмотрим теперь случай, когда Л = 0, но Д* Ф О 
(тогда и Л у =^0). Из обращения в нуль определителя 

системы следует — = -г 1 . Если Д, ф 0, то пг-ф—. 

а 2 °2 ' 0 2 С 2 

По-прежнему обозначим каждое из двух отношений 
~ — через к (к Ф 0), тогда оц = ка 2 , Ьі = кЬ 2 . Отно- 

и 2 0 2 

шение ~ обозначим через т, где тфк. Тогда =» 
- тс 2 . 

В первом уравнении системы заменим коэффициенты 
аі на ка 2 , Ь і на кЪ 2 и свободный член с 4 на тс 2 ._ Система 
примет вид 

[ ( а 2 х + Ь 2 у) к = с 2 т (к Ф т), 

1 а 2 х + Ь 2 у = с 2 . 

Умножая второе уравнение на к, имеем 


(а 2 х + Ь 2 у)к = с 2 к. 

Тогда у нас получается, что с 2 т = с 2 к, т. е. т = к (де- 
лить на с 2 можно, так как мы предположили, что с 2 =^0). 
Но на самом деле т Ф к. Из полученного противоречил 
следует, что система не имеет решения. 

В данном случае говорят, что система уравнений не « 
совместна или противоречива. 

Пример. 

( 2х — Зу = 4, 
і 4 л; — 6у = 5. 
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Коэффициенты при неизвестных пропорциональны: 



Свободные члены не пропорциональны коэффициентам: 



Левая часть второго уравнения получена из левой части 
первого умножением ее на 2, а правая часть получена 
из правой части первого уравнения умножением ее на 

-4 • Система несовместима и решений не имеет. 

Примечание. Если, не задумываясь над структу- 
рой данной системы, решать ее, например, способом 
алгебраического сложения, то придем к нелепому ре- 
зультату: 0 = 3, так как оба неизвестных исключаются 
сразу. 

Подведем итог тому, что было сказано о решении ли- 
нейной системы 


а 1 х + Ь 1 у = с 1 , 
а 2 х + Ь 2 у = с 2 . 


а) Если определитель системы Д Ф 0, то система 
определенна, т. е. имеет единственное решение. 

б) Если Д = 0 и Дж = 0, то система неопределенна, 
т. е. имеет бесчисленное множество решений. 

в) Если Д = 0, а Д ж ф 0, то система противоречива 
и решений не имеет. 

Можно дать геометрическое истолкование каждому 
из трех рассмотренных случаев, исходя из того, что 
в прямоугольной системе координат всякому уравнению 
первой степени с двумя неизвестными (лучше сказать, 
с двумя переменными) соответствует прямая. 

а) Если Д=^0, то две прямые, изображаемые урав- 
нениями системы, пересекаются в одной точке; коорди- 
наты точки пересечения и представляют собой решение 
системы. 

б) Если Д = 0, Ах = 0, то соответствующие уравне- 

ниям две прямые сливаются в одну общую прямую; по- 
скольку у них бесчисленное множество общих точек, то, 
стало быть, и система имеет бесчисленное множество 
решений. -- — 
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в) Если Д = О, Д ж "Ф О, то прямые, соответствующие 
уравнениям системы, параллельны, т. е. не имеют 



ни одной общей точки, а потому система не имеет ре- 
шений. 

На рис. 3 изображены эти три возможных случая. 

§ 17. Особые случаи линейных систем 

До сих пор рассматривались линейные системы урав- 
нений, в которых число неизвестных было равно числу 
уравнений, входящий в систему. Однако в приложениях 
математики к другим наукам бывают случаи, когда 
уравнений, входящих в систему, больше, чем неизвест- 
ных (такие системы называют переопределенными ) , или, 
наоборот, число неизвестных превышает число уравне- 
ний системы. Приемы решения таких систем рассмотрим 
на ряде примеров. 

Пример 1. 

( х- у= 1, 

I Зх — 2у = 5, 
і 5х — Зу — 9. 

Сначала решаем систему, составленную из первых двух 
уравнений, 

| х- у= 1, 
і Зх — 2у = 5; 

находим х = 3; у = 2. Эти значения неизвестных под- 
ставляем в третье уравнение и убеждаемся в том, что 
получается тождество 9 = 9. Следовательно, данная си- 
стема имеет единственное решение. 
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Пример 2. 


х + 2 у = 7, 
Зх- у =14, 
2х + у = 12. 


Эта система уравнений не имеет решений, так- как, ре- 
шая систему 


х + 2у = 7, 
3*- у =14, 


находим, х = 5, у— 1, но эти значения неизвестных не 
удовлетворяет третьему уравнению 2х + у = 12. 

Пример 3. Какова должна быть зависимость ме- 
жду а и Ь, чтобы система уравнений 



имела единственное решение? 
Решаем сначала систему 



и находим х = 2, у = 1. 

Подстановка этих значений неизвестных в третье 
уравнение дает: 

2а + Ъ = ЪЬ или а — 2 Ь. 

Теперь рассмотрим однородную систему, т. е. такую, 
систему, у которой свободный член каждого из уравне- 
ний равен нулю. 

Пример 4. 


2х — у — 5г = О, 
Зх + 2у — 11г = 0. 


Очевидно, что всякая однородная система (не обя- 
зательно линейная) имеет нулевое решение: х = у = 
= 2 = 0. Теперь будем искать решения, отличные от ну- 
левого решения. 
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Предположим, что гф 0. Тогда можно разделить на 
г все члены уравнений; получим систему 


Полагая 


имеем: 


откуда 

Да/ 


или 


где г может принимать любое значение. Например, при 
2 = 2 имеем решение 

х = 6; у = г •-= 2. 

Таким образом, данная линейная система имеет бес- 
численное множество решений, получаемых из равенств 

х = 32, у = г, 

если неизвестному 2 приписать любое значение. В ча- 
стном случае при 2 = 0 имеем нулевое решение. 
Пример 5. 

| х — у + 32 = 0, 

1 2х — 2у — 5г = 0. 

При отыскании решений, отличных от нулевого, здесь 
нельзя предположить, что г ф 0, так как после деления 
на 2 и введения вспомогательных неизвестных получим 
систему 

| и- і =■ — 3, 
і 2 и -21 = 5, 


2-- — = 5 

г г ’ 

3 | + 2 |=П. 


х у , 
— = и, — = (, 

г ’ г ’ 


2 и- / = 5, 
Зи + 2*= 11, 


і = 3 , (= 1 , 


7 = 3 , -2 = 1 , 

г г 

X = 32, у = 2 , 


41 


которая противоречива и решений не имеет. В таком 
случае будем делить на х (или на у), считая хфО, что 

в новых — и, ^ неизвестных дает систему 


Г — и + Ъі — — 1, 
1 — 2и — Ы — — 2. 


Решая ее, находим: 

и = 1, і = О 

или 



По предположению, х Ф 0, а потому 2 = 0 и у = х. 

Данная однородная система имеет бесчисленное мно- 
жество решений, отличных от нулевого. Каждое реше- 
ние есть тройка чисел, в которой первые два числа оди- 
наковы, а третье число есть 0; например, (3; 3; 0) или 
(—5; — 5; 0) и т. д. 

Пример 6. 

| х + 2 у— 2 = 0, 

1 2х 4 4у — 2г = 0. 

Сразу видно, что второе уравнение есть следствие 
первого, так как после деления на 2 всех членов 
второго уравнения получится система из двух одинако- 
вых уравнений 

х 4- 2у — 2 = 0, или х = г — 2 у. (1) 

Два неизвестных у и г могут принимать какие угодно 
значения; значения х определяются по данным значе- 
ниям у и 2 из формулы (1). 


§ 18. Примеры решения систем уравнений 
с буквенными коэффициентами 

Пример 1. Решить систему 

х + у а 

х — у Ь — с ’ 

х + с д + Ь 

у+Ь ~ а+с * 




Из первого уравнения по свойству производных про- 
порций *) (если » то = находим 


2х 


а + Ь — с 


Чу 


а+с—Ь * 


откуда 


х = 


а+ Ь — с 


(О 


а + с — Ь У' 

Подстановка значения х во второе уравнение системы 
дает: 


(а + ь - с) у 
а + с — Ь 


+ с 


а + Ь 


откуда 


у + Ь 


а + с ’ 


іа + ЬНу + Ь)- + » - й I + с (а + с у 


С а + Ь) у ■ 


(а + с) (а + Ь — с) у 


а + с — Ь 

{а + Ъ) (а + с — Ь) — (а + с) (а + Ь — с) 

а + с — Ь 


= с (а + с) — Ъ (а + Ь), 

= с (а + с) — Ъ (а + Ь), 

[а + Ь) (а + с) — Ь (а + Ь) — {а + с) (а + Ь) + с (а + с) _ 

У а+с-Ь — 

= с(а + с) — Ь (а + Ь). 

Сокращая обе части уравнения на с(а + с)—Ь (а + Ь) , 
получим: 


= 1 , 


у = а + с — Ь. 


а + с — Ь 

Подстановка найденного значения у в равенство (1)' 
дает х — а + Ь — с. 

Пример 2. Решить систему 

Х+ у + 2 = 0, 

ах + Ъу+ сг — 0, (2) 

Ьсх + асу + аЬг = 1. 


*) Если имеет место пропорция 


Ь У’ 


+ 1=^+1 и “ 

ь а ь л ’ 


а + Ь 


с + й а — Ь 
и 


с — (I 


ь а ь і ’ 

Поделив почленно два последних равенства, получим« 

а + Ь с + У 
а-Ь ” с-а’ 
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Из первого уравнения; имеем', . . 

2 = — (х + у)-, 

подставляем это значение г во второе и третье уравне- 
ния системы (2), что приводит к системе уравнений 

| ах+ Ъу- с (х + у) = О, 

\ Ьсх + асу — аЬ (х + у)=\. ' ' 


Из первого уравнения системы (3) следует: 
( а — с)х = (с — Ь)у\ 
при а — с ФО имеем: 


х = 


с — Ь 
а — с 


У • 


( 4 ) 


После подстановки найденного выражения х во второе 
уравнение системы (3) получим уравнение с одним не- 
известным: 

У + аЪ)у-и 

или 

— Ь (с — Ь) у + а(с — Ь) у = 1 , 
(с-Ь)(а-Ь)у= 1; у= {а _ ь) \ е _ ь) . 

Из равенства (4) находим: 

= с-Ь 1 _ I 

Х а — с ( а — Ь)(с — Ь ) (а — Ь)(а — с) * 

затем 

г = ~ (х + У) = (а -с) (Ь -с) ' 


Упражнения 

1. Решить уравнения: 

1) _і 3 = _5 

' 2х - 3 х(2х-3) х‘ 

0 х-1 х-6 _ х-5 х-2 

’ х-2 х-7 а: — 6 лг — 3 * 

2 х + а х — Ь 3 ах + (а — Ь) г 

~Т~+~а ' аЬ * 
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2. Решить системы уравнений 


'<{ 

2) 


7х — 3 у — 8 = О, 

4.x + 9// + 24 = О. 

2х + 5у = О, 

З.с — у — 0. 

3)| х: у = 3:4, 

I (х-1):(р + 2)=і;2. 


4) 


4х + — =21, 

У 

I = 17 — Зх. 

І У 

ѵ 1 
Указание. — = 2. 

У 

5 ’ 2»* +2.31. 

( 7 у 


6 ) { 


_5_ 

' + 
15 


+ 


2 х + у 1 2х — 3(/ 


+ ; 


= 5, 
= 5. 


I 2х + у 2х — Зу 

У к а з а н и е. 

1 _ 1 
2 х + у ~ г ’ 2х-3 у 


У_ = _г 

14 ) { от п р 

( Ах + В у -+• С 2 + О = 0. 


! 


Я 

т 


7) { 

8) і 


гпх — 2у — 3, 

Зх Л- -ту = 4. 

4х + ту — 9 = 0, 
2отх + 18г/ + 27 — 0. 


( 


У 


= 2а, 


13) 


9) ; а + Ь а — Ь 

х — у = 4аЬ. 

і — - н - — ^ — = 2 

10) і х-а у-Ь 
[ ах + Ьу = 2аЬ, 

[ — + -^-—1 = 0, 

П) I “ & 

I 4~г-і~о. 

I Ь а 

[ ( а + Ь)х-(а-Ь)у = 4аЬ , 

12)] а. 

{а 2 + Ь 2 ) х + (а 2 — Ь 2 )у = а \ 
(а + Ь) х + (а — Ь) у — а. 


Указание. — = х ~ т ^ У — п *'і г = Р*- 


И 


у-ь 


15 ) 1 от п р 

| Лх + Зу + С х + О — 0. 


Указание. Ввести вспомогательное неизвестное I, полагая 
х — а 


от 


16) 


■ = /. 


І*+1| + І0-1| = 5, 


и + 1 1 - 4 у 


-4. 
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3. При каких значениях параметра к линейная система уравне- 
ний 

( Зх + ку = 5 + к, 
і 2х + 5у = 8 

имеет единственное решение? 

4. При каком значении параметра к система 

Г (1+26)* + 5у = 7, 

I (2+ к)х + Ау = 3 

не имеет решения? 

5. При каком значении параметра к система 

( (2к — I) х + ку = 3, 

I 7,5х + 4у = 3 

имеет бесконечное множество решений? Найти хотя бы одно из 
этих решений. 


ГЛАВА III 
НЕРАВЕНСТВА 

§ 19. Основные понятия и определения 

Определение 1. Два числа или два алгебраиче- 
ских выражения, соединенные между собой знаком < 
(«меньше»), или знаком > («больше»), или знаком Ф 
(не равно), образуют неравенство. 

Примеры. 1 ) 3 > — 5; 2) а < 1 + а 2 ; 3) 3 ф2. 

Определение 2. Два неравенства вида а<Ъ, 
с < д или а > Ь, с > д называются неравенствами оди- 
накового смысла-, например, 3 > 2 и 7 > — 20. 

Два неравенства вида а > Ь и с < й называются не- 
равенствами противоположного смысла ; например, 4 < 
< 5 и 0 > — 3. Иногда к знакам > или < присоеди- 
няется и знак равенства, например, а ^ 0 (читается: 
«число а неотрицательно») или Ь-^0 («число Ь неполо- 
жительно»). Такие неравенства называются нестрогими, 
в отличие от строгих неравенств а > Ь или с < й. 

§ 20. Свойства неравенств 

1 ) Если а > Ь, то Ъ < а. 

2) Если а> Ь и Ь > с, то а> с. 

3) Два неравенства вида : (1) а<Ь и Ъ<с или 
(2) а> Ь и Ь > с могут быть объединены в двойное не- 
равенство: 

(1) а<Ь<с и (2) а>Ь>с. 

Пример. Если а — приближенное значение вели- 
чины х, А а — граница абсолютной погрешности прибли- 
женного числа а, то истинное значение величины 
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х < а 4- Да, но х > а — Да, и можно написать двойное не- 
равенство: а — Да<л:<а + Да. 

4) Если а > Ь и т — любое число , то 

а + т > Ь + т. 

К обеим частям неравенства можно прибавить (или от 
обеих частей отнять) одно и то же число, в результате 
получается неравенство того же смысла. 

Пример. 5>3; прибавим к обеим частям по 4, по- 
лучим 9 > 7. 

5) Если а>Ь и т — положительное число, то 

ат > Ьт. 

Обе части неравенства можно умножить на одно и 
то же положительное число, от чего смысл неравенства 
не изменится. 

При умножении обеих частей неравенства на отри- 
цательное число т(т< 0) смысл неравенства меняется 
на противоположный, т. е. если а> Ь и т <0, то 

ат < Ьт. 

Пример. 3> — 1 умножаем на ■ — 4; получим 
•— 12 < 4. То же самое можно сказать и о делении обеих 
частей неравенства на число т(тф 0), поскольку деле- 

1 

ние сводится к умножению на — . 

§ 21. Действия над неравенствами 

1. Сложение. Два или несколько неравенств одина- 
кового смысла можно почленно складывать ; в резуль- 
тате получается неравенство того же смысла : 

а>Ъ, 

Ой, 

іп>п, 

а + с + т>Ь + й + п. 

2. Вычитание. Неравенства противоположного смы- 
сла можно почленно вычитать; в результате получаем 
неравенство того же смысла, что и неравенство-умень- 
шаемое. 

Если а> Ь и с< й и из первого неравенства вычи- 
таем второе, то 

а — с > Ь — й. 
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Пример;, 


- 3> — 7 
4 < 5 

— 3 — 4 > -7-5, 

или — 7> — !2. 

3, Умножение. Два или несколько неравенств одина- 
кового смысла можно почленно перемножить между со- 
бой, если все их части положительны-, в результате по- 
лучим неравенство того же смысла. 

Если 

а<Ъ 

с<д (а>0, с>0), 
то ас<Ьй. 

Пример. 

3< 5 
4 < 6 
12 < 30. 


4. Деление. Два неравенства противоположного 
смысла можно почленно делить одно на другое, если все 
части неравенства — положительные числа-, в результате 
получим неравенство того же смысла, что и неравен- 
ство-делимое, т. е. то неравенство, которое делим на 
другое: 

а>Ь 


с<д (Ь > 0, с > 0) 



4 > 3 
1 < 2 



§ 22. Решение неравенств первой степени 
с одним неизвестным 


Определение 1. Неравенство вида 

ах + Ь > а^х + Ьі или ах + Ь <. а^х + Ьі 
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называется неравенством первой степени с одним неиз- 
вестным. Таковыми будут, например, неравенства 

1) -у — 5 >-у- + 2, 

2) 4 — 5х < х + 22. 

Решением неравенства называется всякое значение 
х, которое удовлетворяет данному неравенству. 

Например, число 2 является решением неравенства 

4 — Ъх < х + 22, так как 4 — 5-2 < 2 + 22, —6 < 24. 


Определение 2. Решить неравенство — это зна- 
чит найти все значения неизвестного, удовлетворяющие 
данному неравенству. Отыскание решения всякого нера- 
венства первой степени с одним неизвестным приводит 
к простейшим неравенствам вида 

1 ) х > а, 

2) х<Ь. 

В первом случае говорят, что число а есть нижняя 
граница значений неизвестного. Это значит, что любое 



число, большее числа а, является решением данного нера- 
венства. Если на числовой оси построим точку, соответст- 
вующую числу а, то значения неизвестного х, удовлетво- 
ряющие неравенству х > а, изображаются точками, ле- 
жащими правее точки х = а (на рис. 4 заштриховано). 

В простейшем неравенстве х<Ь число Ь называется 
верхней границей неизвестного, что означает: любое 
число, меньшее числа Ь, является решением этого нера- 
венства. Графически неравенство х<Ь иллюстрируется 
следующим образом: на числовой оси отмечается точка, 
соответствующая числу Ь\ тогда любая точка, располо- 
женная левее точки Ъ, изображает число, удовлетворяю- 
щее данному неравенству (рис. 5). 

Неравенства первой степени с одним неизвестным ре- 
шаются по той же схеме, как и уравнения первой сте- 
пени. Поясним на примерах. 

Пример, 


2х — 5 


1 > 3 — х. 
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Умножаем обе части неравенства на 3 > 0, чтобы 
освободиться от дробей: 

2х — 5 — 3 > 9 — Зх. 

Перенесем член с неизвестным из правой части в ле- 
вую, а свободный член из левой в правую, изменяя 
у переносимых членов знаки на противоположные: 

2х + Зх>9 + 8; 5х > 17. 

Разделив обе части на 5 > 0, получим х > 3,4. Число 
3,4 — нижняя граница значений неизвестного х. 

§ 23. Отрезок. Промежуток 

Пусть а и Ь — два числа, причем а <6. К числам а 
и Ь приобщим все промежуточные числа, заключенные 
между ними. Тогда образуется замкнутое множество 
чисел х: а^.х^СЬ. Замкнутость состоит в том, что 
в этом множестве есть наименьшее число а и наиболь- 
шее число Ъ. 

Определение 1. Множество всех чисел х, удовле- 
творяющих неравенствам а^Сх^Ій, называется отрез- 
ком (или сегментом) . 

Принято отрезок обозначать [а, Ь]\ например, пишут 
[О, 2] вместо (Хх^С2. Само название — отрезок — ука- 
зывает на то, что этому числовому множеству соответ- 
ствует множество точек числовой оси, сплошь заполняю- 
щих отрезок с концами в точках х — а и х — Ь. 

Удалим крайние (концевые) точки отрезка \а , Ь], 
тогда получим открытое множество чисел х: а < х < Ь; 
в этом множестве нет наименьшего числа и нет 
наибольшего числа, в силу чего оно и называется 
открытым. 

Определение 2. Множество всех чисел х, удовле- 
творяющих двойному неравенству а < х <Ь, называется 
промеоюутком (или интервалом). 

Обозначается промежуток символом (а, й); напри- 
мер, (1, 5) означает 1 < х < 5. 

Если имеет место й<х<й, то говорят, что х при- 
надлежит полуинтервалу [о, й); если же имеет место 
й<х<й, то говорят, что х принадлежит полуинтер- 
валу (а, й]. 
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§ 24. Решение систем неравенств первой степегеи 
Определение. Два неравенства вида 
I ах + Ъ > О, I ах + Ь > О, 

1 а { х + Ь\<0 ИЛН 1 а { х + Ь,> О, 

относительно которых ставится вопрос об отыскании их 
общих решений, образуют систему неравенств первой 
степени с одним неизвестным. 

Общий прием решения системы двух неравенств за- 
ключается в следующем: находим решения каждого не- 
равенства в отдельности и из сопоставления их устанав- 
ливаем, какие решения являются общими для обоих 
неравенств; если общих решений нет, то система несо- 
вместна, или противоречива. Выбор общих решений 
облегчается, если решения каждого неравенства изобра- 
жать на числовой оси. 

Пример 1. Решить систему неравенств 

| 2х — 3>0, 

1 5л: + 4 > 0. 


1) 2.ѵ — 3 > 0, 

2) 5х + 4 > 0, 


. 3 . 
*> Т* 


*> — б ■ 


Для первого неравенства число -х- является нижней 


границей значений неизвестного. Строим эту точку и по- 
крываем штриховкой 
УУ сверху часть числовой 
оси, которая расположена 
4 правее точки, соответст- 

з 

вующей числу (рис. 6). 

Аналогично штрихуем 
4 

снизу числовую ось, начиная от точки — -д вправо, 



Рис. 6. 


является нижнеи границей значе- 


4 

так как число д 

кий неизвестного для второго неравенства. Гам, где 
ось окажется заштрихованной как сверху, так и 
снизу, находятся общие решения. В данном случае об- 
щими решениями будут любые числа, большие у: 

*>!• 
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Пример 2. Решить систему неравенств 


1-х 


I ^ 

Т х 


3 < 


3 + 4* 


-4, 


+ 5 (4 - х) > 2 (4 - х). 


Приведем каждое неравенство к простейшему виду, для 
чего освободимся от дробей, раскроем скобки, перенесем 
все члены в левую часть и приведем подобные члены; 
получим: 

- 13х + 39<0, 

— 4л: “Ь 36 О 

или 

— х + 3 <0, 

— х -Ь 9 > 0. 

Решая первое из них, находим х > 3; из второго нахо- 
дим, что х < 9. 

Оба неравенства удовлетворяются одновременно зна- 
чениями X, взятыми из 
промежутка 3 < х < 9 

(рис. 7). 

Пример 3. Решить О 3 

неравенство 2 > 2. 

X ~ | 

Имеем 3 _" — 2>0, приводим к общему знаме- 
нателю: 

* + 2 - 2 (3 - л) о Зх-4 
3 — * 



Рис. 7. 


3 — х 


Дробь положительна, если знаки у числителя и знаме- 
нателя одинаковы, поэтому либо 


либо 


Решая систему (1), находим, что первому неравен- 
ству удовлетворяют значения х >-і, второму — значения 


1 Зх-4>0, 


1 3 х > 0, 

(1) 

1 Зх — 4 < 0, 


1 3 — х < 0. 

(2) 


*<3. Оба неравенства удовлетворяются одновременно, 
если < х < 3. 

Система (2) несовместна, т. е. решений не имеет, так 
как из первого неравенства этой системы следует, что 

х < д-, а из второго х > 3. Всякое число, которое больше 
3, не может в то же время оказаться меньше 


§ 25. Неравенства, содержащие неизвестное 
под знаком модуля 

Абсолютную величину действительного числа х, т. е. 
|*|, можно геометрически истолковать как расстояние 
от точки, изображающей число х, до начала 0 числовой 
оси. Например, если |х| = 3, то на числовой оси имеются 

только две точки: Х\ = — 3 и 

— — ' - і >■ ) » — і — •— *- *2 = +3, которые удалены от 

О 3 х начала 0 на расстояние, рав- 
Рис 8 ное трем единицам масштаба. 

Простейшее неравенство 
|*| <3 означает, что ищутся 
такие значения неизвестного х, которым соответствуют 
точки, отстоящие от начала 0 меньше чем на три еди- 
ницы длины (по выбранному масштабу). Ясно, что все 
такие точки принадлежат промежутку ( — 3,3) (рис. 8). 
Любое число из этого промежутка есть решение нера- 
венства |*| <3: Все решения записываются в виде двой- 
ного неравенства 


— 3<*<3. 


Неравенство |*|^3 отличается от предыдущего не- 
равенства |*| < 3 только тем, что добавляется два новых 
решения *= ±3; все решения 
образуют отрезок [ — 3, 3] или 
— 3 <*< 3 . 



Пример 1. Решить нера- 
венство 

I* — 3|< 1. 


2 3 4 х 

Рис. 9. 


Геометрический способ решения. От точки * = 3 
отложим единицу масштаба влево, потом вправо; полу- 
чим две точки: 2 и 4. Любая промежуточная между ними 
точка удовлетворяет данному неравенству (рис. 9), т. е. 


2 < х < 4. 
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Алгебраический способ решения. Опускаем знак 
абсолютной величины и пишем двойное неравенство 

— 1 <* — 3 < 1; 

прибавляем ко всем трем частям неравенства число 3; 
* — 1 + 3<лг — 3 + 3 < 1 +3, 

или 

2 < х < 4. 

Пример 2. |2х + 3|<5. Данное неравенство рав- 
носильно двойному неравенству — 5 < 2х + 3 < 5. При- 
бавим ко всем частям неравенства число — 3, получим 
*— 8 < 2х < 2, разделим все части на 2: —4 < х < 1. 
Решим этот пример иначе. Имеем: 


*+Т 


<5; 


делим обе части на 2: 


и +-«■<- 


ИЛИ 


3 


-И) 


<2І 


от точки х = — числовой оси откладываем-^- единицы 

масштаба влево и вправо; получим точки — 4 и 1. Теперь 
ясно, что 

— 4<х<1. 


Пример 3. \2х — 3 1 > 7. 

При отыскании решения данного неравенства надо 
рассмотреть два случая: 

а) 2х — 3 > 0, тогда |2.ѵ — 3| = 2х— 3, 2х — 3>7, 
х ^ 5* 

б) 2х — 3 < 0, тогда \2х — 3| = — (2х — 3) (абсолют- 
ная величина отрицательного числа равна этому числу 
с противоположным знаком); решаем неравенство 


— (2х — 3)>7; 2х — 3 < — 7, х < — 2. 


Таким образом, любое число, которое больше 5, а также 
всякое число, меньшее числа — 2, являются решениями 
неравенства \2х — 3|>7 (рис. 10). 

Решим этот пример иначе. Представим его левую 
.часть в форме 


3 


3 

х ~ Т 

>7, или 

* ~2 


2 


От точки числовой оси, соответствующей числу от- 

7 

ложим влево и вправо -у единиц, получим точки —2 и 5. 

Этим построением выделяется отрезок [ — 2; 5]; все числа, 
не принадлежащие этому отрезку, являются решениями 

-го 5 х 

Рис. 10. 

данного неравенства; это будут числа, меньшие — 2 
и большие 5: 

х < — 2 или х > 5. 

§ 26. Понятие о доказательстве неравенств 

Неравенство, справедливое при всех значениях букв, 
входящих в него (быть может, с некоторыми ограни- 
чениями), называется тождественным неравенством. 
Относительно такого неравенства ставится вопрос не 
о решении его, а о доказательстве. 

В чем заключается доказательство и как оно прово- 
дится, поясним на примерах. 

Пример 1. Доказать, что среднее арифметическое 
двух положительных чисел не меньше их среднего гео- 
метрического, т. е. что 

Ц*->ѴаЬ. 

Предположим, что данное неравенство справедливо; то- 
гда после возведения обеих частей в квадрат получим 
неравенство того же смысла (большему положительному 
числу соответствует больший квадрат) 

— ^ аЪ, или а 2 + 2аЬ + Ь 2 ^ АаЬ ; 

а 2 -2аЬ +& 2 >0, (а-6) 2 >0. 

Очевидно, что последнее неравенство является тожде- 
ственным, так как квадрат любого действительного числа 
неотрицателен (^гО). Но это пока были поиски доказа- 
тельства, а не само доказательство, так как когда мы 
данное неравенство начинали преобразовывать — возво- 
дить в квадрат обе части, прибавлять к обеим частям по 
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одному и тому же члену и т. д., ставя между частями не- 
равенства все время знак ^ (читается «не меньше»), — 
то мы, в сущности говоря, уже признали, что левая час.ь 
неравенства не меньше правой, а тогда и доказывать 
нечего. 

Если мы докажем, что произведенные операции обра- 
тимы, то этим будет доказано, что — ~~ ^ У аЬ . 

Имеем: 


(а — Ь ) 2 ^ 0, или а 2 + Ь 2 ^2аЬ. 

Прибавим к обеим частям по 2 аЬ: 

{а + Ъ) 2 ^4аЪ\ ^ - - 2> аЬ . 

Извлекаем из обеих частей квадратный корень и берем 
только арифметические значения корней, тогда - я * Ь 2$= 

^ У аЬ . Очевидно, знак равенства будет иметь место 
только при а — Ь. 

И р и м е р 2. Доказать, что если а > О, Ь > 0, с > 0, то 
с 2 + Ь 2 + с 2 ^ аЪ + ас + Ьс. 

Доказательство. Будем исходить из очевидных 
неравенств: 

{а-Ьу-^О, а 2 + Ь ? -'^2аЬ, \ 

(а— с) 2 ^0, или а 2 + с 2 ^2ас, I (1) 

(Ь-с) 2 > 0 Ь 2 + с 2 ^2Ьс. ) 

Складывая неравенства (1), получим: 

2 (а 2 + Ь 2 + с 2 ) 2 ( аЬ + ас + Ьс ) ; 


после деления на 2 имеем: 

а 2 + Ь 2 + с 2 25 аЬ + ас + Ьс. 

Пример 3. Доказать, что если х + у + г = 1, где 
х >0, у > 0, г > 0, то 


( 1 — х) ( 1 — у) ( 1 — г) ^ 8 ху 2 . 

гельство. За основу 
эимер 1) 

х + у , /— х 4- г ^ , / — « + г . , / — 
— 2 ~>Ѵху, —х—^ухг, -~->Ѵуг, 


Доказательство. За основу берем известные не- 
равенства (пример 1) 
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откуда 


х + у^2 Уху, 
х + г ^ 2 У хг , 
у + г^2Ууг. 

Так как из условия следует, что х + у = 1 — г, х + г — 

— * — У> У + 2 = \‘—х, то выписанные неравенства при- 
нимают вид 

1-2>2 УУу, 

\-у>2УУУ, 

1 — х ^ 2 У уг . 

После почленного перемножения этих трех неравенств 
получим: 

( 1 — х) ( 1 — у) ( 1 — г) ^ 8 хуг. 

§ 27. Графическое решение неравенств 

Пример 1. Решить графически неравенство 
2х — 5 > 0. 

Левая часть неравенства, т. е. 2х — 5, есть линейная 
функция аргумента х\ обозначим ее через у. 

у = 2х — 5, 

и построим ее график (рис. 11). Неравенство 2х — 5 > 0 
означает, что ищутся такие значения аргумента х, при 
которых линейная функция положительна, т. е. ордина- 
ты прямой положительны, или точки графика лежат 
выше оси абсцисс. Этому требованию удовлетворяют 

все точки, абсциссы которых больше -|; другими сло- 
вами, эти точки лежат правее точки пересечения гра- 
фики с осью Ох. 

Пример 2. Решить графически систему неравенств 

[ ^х + 3>0, 

I 2х — 1 < 0. 
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Построим графики двух линейных функций (рис. 12) ! 

(I) У = \ х + з 

(II) у = 2х — 1. 

Теперь нам надо указать все такие значения аргумента 
х, при которых одновременно ординаты первой прямой 



положительны, а второй прямой — отрицательны. Этому 
требованию удовлетворяют значения х, заключенные 

с 1 

между — 6 и -к- : 

- 6<Х<у. 


Упражнения 

1. Решить неравенства: 


1 ) 


2х- 


2-х 


> 1 ; 


оч За: — 1 х + 1 „ , х 

3 ) — 2 < — ~ 7 * 


5х— 1 Зх— 13 5*+1 ,, , ... „ 

2) — г?! — > — 5 — ’> 4) т{х-\)>х + 2- 


10 

с \ х . ^ Зх х 4- 2 / и 

б) 

с . тх х—1^2х + 3 
6) ~^2~~1Г <_ Т~ (т= ^ 2); 10) |5.т + 3|>8 


7) I Здг — 5 | < 3; 

8) | 4- 3*| <0,1; 

9) | 3 — 2* | > 5; 
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1) 


2. Решить неравенства и системы неравенств; 
2х - 3 > О, 3) 

Зх + 2 > О; 


0,4* + ~ ж - 1,2, 

о О 


2 ) 10 - 


-6 


< 1 ; 


4) 2х + I 


3 - 


5*+ 17 > 9* — 03; 

> 1 . 


3. При каких значениях а имеют место неравенства 
3 а+ 10 


1 < 


а + 7 


■ < 2 ? 


4. При каких значениях т система уравнений ' 

( 2х + 7у — т, 

1 Зх + Зу ~ 13 

имеет положительные решения? 

5. При каких значениях числа а система уравнений 

( Зх — бу — 1, 

1 5х — ау = 2 

имеет отрицательные решения? 

3 6 ‘2^ п Р® делить число т таким образом, чтобы корень уравнения 

— — ~ ~ ; был больше 1. 

л х ш 

7. При каких целых значениях п решение системы 

( пх- у = 5, 

I 2х + 3 пу = 7 

удовлетворяет условию х > 0 и у < 0. 

8. Доказать неравенство ^ 


2аЬ 

при а > 0, 6 > 0. 


9. Доказать, что при любом действительном значении * имее 


место неравенство 


+ х 




10. Доказать, что сумма двух положительных чисел не меньше 2 
если их произведение равно 1. 1 


ГЛАВА IV 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

§ 28. Вводное замечание 

В тексте этой главы часто упоминается слово «мно- 
жество». Поясним смысл этого понятия на конкретных 
примерах. 

1) Все учащиеся города Москвы образуют множе- 
ство учащихся Москвы. Это множество состоит из ко- 
нечного числа элементов; элементом множества является 
каждый отдельный учащийся города Москвы; всякий 
учащийся другого города или области не принадлежит 
этому множеству. 

2) Все прямоугольники с площадью, равной одному 
квадратному метру, образуют множество прямоугольни- 
ков данной площади 1 м 2 ; это множество бесконечно. 
Элементами множества являются отдельные прямоуголь- 

о 1 

ники, например прямоугольник со сторонами гм и м. 

3) Все целые положительные числа образуют множе- 
ство натуральных чисел: 1, 2, 3, 4, . . . Это множество бес- 
конечно. 

В дальнейшем' речь будет идти только о числовых 
множествах. 


§ 29. Рациональные числа 

Целые и дробные числа, как положительные, так и 
отрицательные, и число 0 образуют множество ра- 
циональных чисел. Всякое рациональное число мож- 
но рассматривать как отношение двух целых чисел: 

г — ~{пф 0 ). 
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Пример. 



Отметим, что рациональные числа можно представить 
в виде бесконечных периодических десятичных дробей: 

3 - = 0,333 . , , 

~ = 0,4000 ... =0,3999 ... 

- і| = - 1,(285714). 

Обратно: всякая бесконечная периодическая дробь есть 
рациональное число, так как ее можно обратить в обык- 
новенную дробь, например: 

0,3666 ... = — ~ 3 = 

90 90 30 

(подробнее в гл. XVI, § 243). 

Выполняя четыре арифметических действия над ра- 
циональными числами (кроме деления на 0 ), в резуль- 
тате получим также рациональные числа, т. е. эти дей- 
ствия не выводят нас из множества рациональных чисел 
и не требуют введения новых чисел. 

Точно так же можно решать уравнения первой сте- 
пени с одним неизвестным и системы уравнения первой 
степени с несколькими неизвестными; значения неизвест- 
ных всегда будут рациональными числами, если коэф- 
фициенты при неизвестных и свободные члены рацио- 
нальны. Однако уже при решении простейших квадрат- 
ных уравнений мы сталкиваемся с необходимостью 
расширения понятия числа. Например, уравнение 
х 3 = 0, или х 2 = 3, не имеет целого корня’, так как 
нет такого целого числа, квадрат которого равен 3 . До- 
ка, ,,ем, что корень этого уравнения не может быть и 
дробным числом. 

Допустим противное: *=-2-, где - несократи- 
мая дробь. Тогда =3, что невозможно, так как 

квадрат несократимой дроби есть также несократимая 
дробь, и она не может равняться целому числу (3). Сле- 
довательно, корень уравнения не является рациональ- 
ным числом. 
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Чтобы можно было говорить о корнях подобных 
уравнений, необходимо ввести новые числа, так назы- 
ваемые иррациональные числа. 

Без иррациональных чисел нельзя обойтись и в гео- 
метрии, когда ставится вопрос об измерении отрезков. 

§ 30. Измерение отрезков 

В этом параграфе будем опираться на следующее 
утверждение, известное под названием аксиомы Ар- 
химеда: если АВ и СО — два произвольных отрезка , 
причем АВ > СО, то найдется такое целое положитель- 
ное число п, что СО -п > АВ. Другими словами, всегда 
можно отложить меньший отрезок СО на большем от- 
резке АВ столько раз, чтобы получился отрезок АМ, пре- 
восходящий по длине отрезок АВ. На рис. 13 показано, 

Е 


А РВ М 


с в с Ъ 

Рис. 13. р ис . [4. 

что после того, как на отрезке АВ четыре раза отложили 
отрезок СО, получился остаток РВ, меньший чем СО; 
откладывая пятый раз отрезок СО, получаем отре- 
зок АМ, больший чем АВ, что можно записать следую- 
щим образом: 

СО-4 < АВ < СО -5. 

В данном случае число п — 5. 

Определение 1. Общей мерой двух отрезков АВ 
и СО называется такой третий отрезок Е, который укла- 
дывается целое число раз в каждом из данных отрезков. 
На рис. 14 показано, что отрезок Е укладывается в от- 
резке АВ пять раз, в отрезке СО — три раза. 

Определение 2. Два отрезка, имеющие общую 
меру, называются соизмеримыми. 

Определение 3. Отношением двух соизмеримых 
отрезков называется отношение чисел, выражающих их 
длину принятой единицей длины Е. 

Таким образом, для отрезков из рис. 14 
АВ 5 
СР ~ 3 • 
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Если общая мера Е в некотором отрезке укладывается 
т раз, а в другом отрезке п раз, то их отношение равно 

рациональному числу г = — ^ 

Справедливо и обратное утверждение: если отноше- 
ние двух отрезков есть число рациональное, то такие два 
отрезка соизмеримы, т. е. имеют общую меру, 
о АВ т 

о самом деле, пусть-^^— ; тогда за общую меру 
можно принять отрезок, равный -й части отрезка СОі 

Д = — СД. 

п 

Отсюда 

СО = пЕ, АВ = тЕ, 
и 

АВ тЕ т 

~СО~~пЁ~~п' 

Определение 4. Два отрезка, не имеющие общей 
меры, называются несоизмеримыми. 

Теорема. Диагональ квадрата несоизмерима с его 
стороной. 

Доказательство проведем методом от против- 
ного. Допустим, что диагональ квадрата соизмерима с 
его стороной; тогда их отношение есть рациональное чис- 
ло: — - = г, причем 1 < г < 2, так как диагональ й боль- 
ше стороны квадрата а, но меньше удвоенной стороны 2 а 
(гипотенуза меньше суммы катетов); следовательно, чис- 

ло г есть неправильная дробь — , которую можно считать 
несократимой: 


По теореме Пифагора имеем: 

а 2 = 2 а\ (-^-а) 2 = 2а 2 , 

или 



что невозможно, так как квадрат несократимой дроби не 
может быть целым числом. Мы пришли к противоречию 
или абсурду, допустив соизмеримость диагонали квадра- 
та с его стороной. Этим теорема доказана, 
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§ 31. Десятичное измерение отрезков 

Убедившись в том, что существуют несоизмеримые 
отрезки, выясним, что следует подразумевать под отно- 
шением двух несоизмеримых отрезков или, другими сло- 
вами, что принимается за длину отрезка, несоизмеримого 
с отрезком, принятым за единицу измерения. 

Пусть АВ и СО — два произвольных отрезка (рис. 15). 
Откладываем меньший отрезок СО на большем столько 
раз, пока не получится остаток РВ, меньший отрезка СО. 


с п 


А 


Рис. 15. 



На рисунке изображен случай, когда такой момент на- 
ступит после трех откладываний. Делим СП на 10 рав- 
ных частей и одну десятую часть его откладываем на 
остатке РВ до тех пор, пока не получится новый оста- 
ток Р У В, меньший -уд части отрезка СО. По нашему ри- 
сунку это произойдет после четырехкратного откладыва- 
ния — доли СО. Новый остаток РуВ измеряем ууу 
частью отрезка СО, пока не получится остаток Р 2 В, мень- 
ший ущ части СО, и т. д. 

Возможны следующие три исхода только что описан- 
ного процесса измерения. 

Случай 1. Измерение оканчивается на каком-то 

шаге; например, если -у^у часть отрезка СО содержится 

в остатке Р Х В ровно шесть раз, то на этом измерение от- 
резка АВ заканчивается и в результате получаем рацио- 
нальное число 3,46. 

Случай 2. Измерение продолжается неограниченно 
и в результате получается бесконечная периодическая де- 
сятичная дробь. 

Случай 3. Измерение продолжается неограниченно 
и в процессе его получается бесконечная непериодиче- 
ская десятичная дробь, например: 2,451451145111... 

3 Р. А. Калями 
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Первые два случая могут возникнуть только тогда, 
когда отрезки АВ и СО соизмеримы, так как тогда их 
отношение представляет собой рациональное число. 

Третий случай может иметь место только тогда, 
когда отрезок АВ несоизмерим с отрезком СО. Получае- 
мая в неограниченном процессе измерения бесконечная 
непериодическая десятичная дробь есть новое число, 
отличающееся от рационального числа, и оно назы- 
вается иррациональным числом. 

Определение 1. Всякая бесконечная непериодиче- 
ская десятичная дробь' называется иррациональный 
числом. 

Простейшими примерами иррациональных чисел мо- 
гут служить: 1) число У 2, выражающее длину диагона- 
ли квадрата, если длина стороны квадрата принята за 1; 

2) число УЗ, т. е. один из корней квадратного уравне- 
ния х 2 — 3 = 0, и вообще корень из любого положитель- 
ного числа, не являющегося точной степенью корня, на- 
пример уТ, У 2 и т. д. 

Однако множество иррациональных чисел не исчер- 
пывается этими корнями. Вот еще примеры иррациональ- 
ных чисел: 

1) число л, выражающее отношение длины любой 
окружности к своему диаметру; это также иррациональ- 
ное число, но оно не может быть выражено через ра- 
дикалы; 

2) иррациональным будет также число х, удовлетво- 
ряющее соотношению 3* = 5, и число зіп 7°. 

Определение 2. Все рациональные и иррациональ- 
ные числа образуют множество действительных, или ае- 
щественных , чисел. 

Таким образом, фразу «х есть действительное чис- 
ло» надо понимать так: х есть, или рациональное, или 
иррациональное число. 

§ 32. Рациональные приближения действительных чисел 

Предположим, что дано какое-нибудь иррациональное 
число а: 

а = 0,345345534555 . . . 

Сохраним у этой бесконечной непериодической дроби 
только первый десятичный знак, а остальные отбросим. 

66 


Получим дробь 0 , 3 , которую будем называть рациональ- 
ным приближением числа а с точностью до 0,1 по не- 
достатку, подобным же образом дробь 0,34 будем назы- 
вать рациональным приближением числа а с точностью 
до 0,01 по недостатку; дробь 0,345 есть рациональное 
приближение числа а с точностью до 0,001 по недостатку 
и т. д. 

Можно получить рациональные приближения того же 
числа а по избытку с точностью до 0,1, до 0,01, до 
0,001 и т. д.; это будут дроби: 0 , 4 ; 0 , 35 , 0,346 и т. д. Дей- 
ствительное число а больше любого его рационального 
приближения по недостатку, но меньше любого его ра- 
ционального приближения по избытку. 

Когда производятся арифметические действия над 
действительными числами, то обычно эти числа заменяют 
их рациональными приближениями, взятыми с опреде- 
ленной степенью точности, и производят указанные дей- 
ствия над полученными рациональными числами. 

Определение 1 . - Суммой двух действительных чи- 
сел называется такое действительное число, которое 
больше суммы рациональных приближений слагаемых, 
взятых по недостатку с любой степенью точности, но 
меньше суммы рациональных приближений слагаемых, 
взятых по избытку с любой степенью точности. 

Пример 1 . Найти сумму -^-+ 1/2 с точностью до 

0 , 001 . 

Исходя из определения суммы, можно написать сле- 
дующие неравенства: 

0 , 3 + 1,4 <\ + Ѵ2 < 0,4 + 1 , 5 , 

0,33 + 1,41 < \ + Ѵ2 < 0,34 + 1 , 42 , 

0 , 333 + 1 , 414 <-]>-+ /2 < 0 , 334 + 1 , 415 , 

0,3333 + 1 ,4 1 42 < + Ѵ2 < 0,3334 + 1 , 4143 , 


Так как нам нужно вычислить сумму с точностью 
до 0,001, то приближенные значения слагаемых берем 
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с четырьмя десятичными знаками и после сложения по- 
следний десятичный знак отбрасываем: 

1,7475 < у 4* У 2 < 1,7477, 

1,747 <і-+|/2< 1,748. 

Таким образом, любое из двух чисел, 1,747 или 1,748, 
может быть принято за приближенное значение суммы 

"з+ V % с точностью до 0,001: первое число — по недо- 
статку, второе — по избытку. 

Определение 2. За произведение двух действи- 
тельных чисел принимается такое действительное число, 
которое больше произведения рациональных приближе- 
ний сомножителей, взятых по недостатку с любой сте- 
пенью точности, но меньше произведения их рациональ- 
ных приближений, взятых по избытку с любой степенью 
точности. 

Пример 2. Вычислить произведение чисел а и л с 
точностью до 0,01, если 

а = 5,414414441 . . . , я = 3,14159 . . . 

На основании данного определения имеем следующие 
неравенства: 

5,4 • 3,1 <а • я<5,5 • 3,2, 

5,41 • 3,14<а • я<5,42 • 3,15, 

5,414 • 3,141 < а • я < 5,415 • 3,142, 

5,4144 • 3,1415 <а • я < 5,4145 • 3,1416, 


Так как произведение требуется вычислить с точностью 
до 0,01, т. е. в произведении надо получить четыре знача- 
щие цифры, то приближенные значения множителей бе- 
рем с пятью значащими цифрами и после умножения со- 
храняем в результате только четыре значащие цифры. 
Получим: 

17,009 <оя< 17,0102 

или 

17,00 < ал < 17,01. 

Подобным образом определяются и другие арифметиче- 
ские действия над действительными числами, 
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Пример 3. Найти длину отрезка АВ с точностью 
до 0,01, если длина отрезка СО принимается за единицу. 

В данном случае безразлично, соизмерим ли отрезок 
АВ с отрезком СО или несоизмерим. Всегда можно найти 
такое рациональное число, которое дает приближенное 
значение длины АВ с заданной степенью точности. 

Разделим отрезок СО на 100 равных частей и будем 

откладывать часть его на отрезке АВ до тех пор, 

пока не получим остаток, меньший сотой части отрез- 
ка СО. Пусть для этого понадобилось операцию откла- 
дывания повторить п раз. Отложив еще раз -щ- часть 

отрезка СО, получим уже отрезок, больший отрезка АВ. 
Тогда получаем две десятичные дроби: 

п .. я + 1 
100 и ЮО * 

Первая из них дает длину А В по недостатку, вторая -г 
по избытку с точностью до 0,01: 

ТоГ< Длина АВ < “іоо - * 

§ 33. Геометрическое изображение действительных чисел 

Проведем прямую, на ней выберем: 1) положительное 
направление, например направление слева направо (ука- 
зано стрелкой), 2) начало отсчета, т. е. произвольную 
точку О, 3) единицу мас- 
штаба ( ОЕ ) (рис. 16). По- 
строенная таким образом 
прямая называется осью. 

Каждой точке, взятой на 
оси, например точке М, мо- 
жно поставить в соответствие одно единственное действи- 
тельное число х, выражающее длину отрезка ОМ. при- 
чем х > 0, если точка М лежит справа от начала О; если 
М лежит слева от О, то х < 0. Точке О соответствует 0. 
Справедливо и обратное утверждение: всякому действи- 
тельному числу х соответствует единственная точка М на 
оси Ох; точка М лежит справа от начала О, если х > 0; 
если же х < 0, то точка М лежит слева от начала О. Та- 
ким образом, соответствие между действительными чис- 
лами и точками оси является взаимно однозначным « 


О Е М х 

Рис. 16. 
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Точки, изображающие рациональные числа, называются 
рациональными точками, а точки, которым соответствуют 
иррациональные числа, — иррациональными точками. 

Ось Ох называется осью действительных чисел, по- 
другому — числовой прямой. 



Рис. 17. 


_П р и м е р. Построить точку М, изображающую число 

\/ 2 . 

Строим квадрат со стороной, равной единице (рис. 17). 
Из центра О раствором циркуля, равным длине диагона- 
ли, делаем засечку на оси Ох; точка М изображает чис^ 
ло У 2. 



ГЛАВА V 

СТЕПЕНЬ С РАЦИОНАЛЬНЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ 

§ 34. Степень с натуральным показателем 

1. Определение. Произведение нескольких равных ме- 
жду собой множителей называется степенью-. 

а - а - а ... а — а п . 


всего п раз 

Повторяющийся множитель а называется основанием 
степени-, число я, показывающее, сколько раз повто- 
ряется основание в качестве множителя, называется 
показателем степени. 

Вторая степень числа а называется квадратом, 
третья — кубом. 

2. Правило знаков. Четная степень положительного 
или отрицательного числа есть число положительное-, 
нечетная степень положительного числа есть число поло- 
жительное, нечетная степень отрицательного числа — чис- 
ло отрицательное: 

{±а) іп = а іп {а> 0), 

(± а) 2п+І = ± (а> 0), 

где 2я — общая запись четного числа, а 2я + 1 — общая 
запись нечетного числа. 

Примечание. Не надо смешивать два выражения: 
( — а) п и — а п \ в первом знак минус относится к основа- 
нию степени, во втором — к самой степени. 

3. Действия над степенями с одинаковыми основа- 
ниями. а) При умножении степеней с одинаковыми 
основаниями показатели степеней складываются, а при 
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делении — вычитаются-. 


а т • а 11 = а т + п , а т : а п = а т ~ п . 

Примеры., 1) 2 6 • 2> = 2 10 = 1024; 2) 7 5 : 7 3 = 7- = 40- 
3) (х + у) 8 : ( х + у ) Е = (х + у) 3 . 

б) При возведении произведения в* степень можно 
возвести в эту степень каждый сомножитель и получен- 
ные результаты перемножить-. 

( аЬс ) п = а п Ъ п с п . 

Иногда последним равенством удобнее пользоваться в 
обратном направлении. Например, если надо вычислить 
величину 

А = 8 3 • 25 3 • 2 3 , 

то гораздо быстрее получим результат, если напишем 
А = (8 • 25 • 2) 3 = 400 3 = (4 • 1 00) 3 = 64 000 000, чем если 
будем возводить каждое из чисел/8, 25 и 2 в куб и потом 
перемножать полученные результаты. 

в) Если возводится в степень дробь , то ложно воз- 
вести в эту степень отдельно числитель и знаменатель 
дроби и первый результат разделить на второй-. 



' 2а \з _ 8а 3 


Пример ьг. 1) = 2) ш - шт 

г) При возведении степени в степень показатели сте- 
пеней перемножаются: 

(а п ) т = а пт . 


Примеры. 1) (х 3 ) 3 = х в \ 

2) (аѢ 3 ) 5 = (а 2 ) 5 - (д 3 ) 5 = аЩ' 5 . 

На основании только что сформулированных правил 
действий над степенями можно возводить в степень более 
сложные одночленные выражения. Например, 

1) (--і« 4 6 2 ) 3 = - 

9) ( Зху 2 \4 (- Зху 2 ) 4 _ 8\хУ/ 

; V 2г 3 ) (2 2 3 )‘ — 16г 12 ’ 

Чтобы возвести в степень одночлен, надо возвести в 
эту степень коэффициент, а показатели степени отдель- 
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пых букв умножить на показатель степени, в которую 
возводится данный одночлен. 

Примечание. В примере 2) это правило было при- 
менено в отдельности к числителю и знаменателю дроби. 

4. Квадрат многочлена. Квадрат многочлена равен 
сумме квадратов всех его членов плюс удвоенные произ- 
ведения каждого члена на все последующие ; например-. 

{а + Ъ + с + сі) 2 = а 2 + Ь 2 + с 2 + сі 2 + 2 аЬ + 

+ 2ас + 2 ад. + 2 Ъс + 2 Ьй + 2 ей. 

В справедливости написанной формулы можно убедиться 
простым умножением многочлена а + Ь + с + сі на са- 
мого себя. 

Примеры. 

1) (Зх 2 + 2 1 / + ху) 2 = (Зх 2 ) 2 + (2 г/ 2 ) 2 + 

+ (ху) 2 + 2 • Зх 2 • 2г/ 2 + 2 • Зх 2 • ху + 2 • 2у 2 ■ ху = 

— 9х 4 + 4 1 / + х 2 і/ + 1 2 х 2 у 2 + 6 х 3 у + 4 ху 3 = 

= 9х 4 + Аі/ + 1 3 хУ + 6 х 3 у + Аху\ 

2) (а — 2Ь + Зс — Ай) 2 = а 1 + 46 2 + 9с 2 + 16й 2 + 

+ 2а(- 2Ь) + 2а ■ Зс + 2а(- Ай) + 

+ 2 (— 2Ь)Зс + 2(-2Ь)(- Ай) + 2 ■ 3 с(- Ай) = 

= и 1 + АЬ' 2 + 9с 2 + \0й 2 — АаЬ + бас — 

- 8 ай - 12 Ъс + Шй - 2Асй. 

§ 35. Степень с. нулевым и целым отрицательным 
показателем 

Определение 1 . Всякое действительное число а, от- 
личное от нуля, в нулевой степени принимается равным 
единице: 

а° = 1 (а ФО). 

Примеры. 1) 2° = 1 ; 2) (а — Ь)°=1 (афЬ)-, 

3) — -5° = — 1; 4) (—5)0=1. 

Определение 2. Под степенью действительного 
числа а с целым отрицательным показателем понимается 
дробь, числитель которой равен 1, а знаменатель есть 
степень с тем же основанием, но с противоположным по- 
казателем: 

а “ = ( а ф= 0). 
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Примечание. Два числа п и — п называются про- 
тивоположными. 


Примеры. 1) 4 3 =^т=^'. 2) а '*й 


2__і_ 
о 2 6* 



Обратно: всякую правильную дробь с числителем, 
равным 1, можно записать в виде степени с отрицатель- 
ным показателем: 



Действия' над степенями с нулевым и отрицательным по- 
казателями можно. производить по тем же правилам, по 
каким мы производим эти действия над степенями с на- 
туральными показателями. 

Мы не станем строго доказывать это утверждение, а 
проверим на ряде примеров, что это действительно так. 
Проверка будет заключаться в том, что каждую опера- 
цию будем выполнять дважды: первый раз с заменой 

символов а 0 и а~ п на 1 и второй раз без такой заме- 
ны, но с применением соответствующего правила для 
степеней с натуральными показателями. Если окажется, 
что оба результата одинаковы, то этим подтвердится воз- 
можность распространения соответствующего правила на 
новые объекты о 0 и а~ п . 

Умножение степеней (а ф 0) 


1) 

2) 

3) 


а п а~ п = 1 • -іг = -V = а~ п > 

а а 

а°а~ п = а 0+< - п> = а~ п ; 

1 1 1 


а -п а -т = . 


П п + т 


: а~< п+т \ 


а~ п а~ т — (х~ п +(~ т ' = сГ~п~~ т — д—іп+т ). 


уШу—п — угп — д; ѵ '.п—п 

л л Лг х и л э 

Х т Х~ п = х т +(~ п ' —= х т ~ п 


Как видно из приведенных примеров, во всех случаях 
подтверждается, что при умножении степеней с одинако- 
выми основаниями показатели степенен складываются. 
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Деление степеней 


1) 

2 ) 

3) 


а ° : а п = 1 : а п = — = а~ п , 
а у 

а° : а п = а°~ п = а~ п '* 
а ° : а~ п = 1 : = а", 

а ° : а~ п = = аР +п = а п \ 


а -п ; а -т 
а~ п : а~ т 


_ 1 _ 

а п 


. 1 _ а т 

а т а п 


а т ~ п . 


а -п-(-т) _ а -п+т _ а т-П' 


Этим подтверждается, что при делении степеней с одина- 
ковыми основаниями показатели степеней вычитаются и 
в том случае, когда эти показатели равны либо 0, либо 
отрицательному целому числу. 

Возведение степени в степень 


1) .(аО)" =!"=!, 

(а°) п — а оп = а 0 = 1; 

2) <«-)*- -а— , 

(а~ п ) т = а -ЛП! ; 

3) {а~ п )~ т = 


(а" п Г М \ т ~ _!_ 
Іа"/ а пт 


= а пт , 


(а~ п )~ т — = а ллг . 


Примечание. Степени с отрицательными показа* 
телями удобны в том отношении, что позволяют эконом- 
но записывать весьма малые величины. 

Например, масса электрона т — 9,1085 • К)- 28 г. Гра- 
витационная постоянная О = 6,670 -ІО- 8 см 3 /г-сек 2 . 

При такой записи сразу видно, что масса электрона 
определена с пятью точными значащими цифрами, а гра- 
витационная постоянная — с четырьмя точными знача- 
щими цифрами. 

Для записи больших чисел пользуются положитель- 
ными степенями числа 10. 

Например: число молекул в 1 см 3 при нормальныя 
условиях равно 2,68713- ІО 19 . ’ 
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Если не пользоваться степенями с отрицательными 
показателями, то пришлось бы писать в первом примере 

9,1085 91085 91085 

т ~ 10 28 — 10 32 “ 100 ... о'* 

32 нуля 

Запись числа в виде произведения его значащих цифр 
на степень 10 называется «записью с плавающей запя- 
той». Такая запись широко применяется при работе на 
электронно-вычислительных машинах. 

§ 36. Понятие корня 

Из курса арифметики известно, что сложение и вы- 
читание называются взаимно обратными действиями на 
том основании, что если к произвольному числу а снача- 
ла прибавим число Ъ, а за Гем вычтем то же число Ь, то 
от этого число а останется без изменения: 

,(а + Ь) — Ь = а, 

или, меняя порядок действий, 

(а — Ь) + Ь = а. 

Подобным' образом умножение и деление — также 
взаимно обратные действия, так как 

( аЪ ) : Ь = а (Ь Ф 0), 

(а : Ь) ■ Ь = а. 

Действие, обратное возведению в степень, называется 
извлечением корня-, с помощью этого действия по данной 
степени и ее показателю ищется основание степени; на- 
пример, если 

1) а 3 = 27, то а =1/27=3; 

'2) у 5 = - 32, то у = У^/32 = - 2. 

Действие извлечения корня обозначается знаком V 
(знак корня, или радикала), причем над этим знаком 
пишется показатель корня и только в случае квадрат- 
ного корня показатель корня 2 не пишется. 
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Определение. Извлечь корень степени п из числа 
о — это значит найти такое число х, которое после воз- 
ведения в степень п дает само число а: 


У а — х, если х п = а. 


Из этого определения следует, что ІУа) =а. 

1. Правило знаков, а) Корень четной степени из по- 
ложительного числа имеет два противоположных дей- 
ствительных значения : 


/49 = ± 7, так как (±7) 2 = 49; 
/8І = ± 3, так как (±3) 4 = 81. 


б) Корень нечетной степени имеет тот же знак, что 
и подкоренное число : 


Ѵб4 =4, 
/~^32 = - 2 , 


так как 4 3 = 64; 
так как ( — 2) 5 = — 32. 


в) Корень четной степени из отрицательного ч исла не 
является действительным числом ; например, У — 9 не 
может быть ни +3, ни —3, так как (±3) 2 = 9. Такие 
корни называют мнимыми числами, о чем подробнее бу- 
дет сказано позже (см. гл. XV). 

2. Арифметический корень. Определение. Неотри- 
цательное значение корня четной степени из неотрица- 
тельного числа называется арифметическим значением 
корня или арифметическим корнем. 

Имея в виду арифметические корни, надо писать: 

1) /16=4, 

2) '/8 Г = 3, 


3) /(-а) 2 


а, если а^О, 
— а, если а < 0. 


Далее в этой главе рассматриваются только ариф- 
метические корни. 


77 


§ 37. Основные тождества, на которых оснозаны 
преобразования корней и действия над ними 

(I) ІУ а) — а (по определению корня). 

п пр 

(II) у а— У а р (основное свойство корня), т. е. 

Величина корня не изменится, если показатель корня 
и показатель степени подкоренного числа умножить на 
одно и то же число. 

Но всякое тождество можно читать как слева напра- 
во, так и справа налево. При чтении тождества (II) спра- 
ва налево оно звучит по-другому: показатель корня и по- 
казатель степени подкоренного числа можно разделить 
на их общий множитель. 

Примеры. 1) У 5 = У&) 2) = У & I 3) = V* 5 - 

П П — П П — 

(III) У аЬс = У а Уь Ус. 

При извлечении корня из произведения можно из- 
влечь корень той оке степени из каждого множителя и 
полученные результаты перемноокить. 

Пример ы. 1) УШ = \/9 • 100 = У9 • УЖ = 3 X 

X 10 = 30; 2) У 64 . 343 = У 64 • У 343 = 4 • 7 = 28. Если 
читать тождество (III) в обратном направлении (справа 
налево), то словесная формулировка будет другая:' при 
умножении корней (радикалов) с одинаковыми показа- 
телями надо перемножить их подкоренные выражения и 
извлечь корень той же степени из их произведения. 

Таким образом, тождество (III) в то же время дает 
и правило умножения радикалов с одинаковыми показа- 
телями. _ з _ з _ з _ 

Примеры. У 2 • У 50 = У 1 00 = 10; 2) УаУа 2 =Уа 3 = 
= а. Сочетая основное свойство корня (II) с тождеством 
(III), можно умножать корни с разными показателями: 

У X - У~Х = У А - 2 Ух = Ух 3 , 

у 2 . у 2 = У 2 2 У2 3 = У 2 5 - У 32. 

На тождестве (III) основано вынесение множителя за 
знак радикала: 

У 8 = У 4^2 = 2 У 2, у\8а Л Ь = У 9а 2 • 2 аЬ = За \2аЬ, 

3 3 3 

У54= У27 .2 = 3 У 2. 
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п 

п г—^ \^"а 

(IV) у -у = — — - , т. е. чтобы извлечь корень из дроби 

ѵъ 

(частного), можно извлечь в отдельности корень той же 
степени из числителя и знаменателя и первый результат 
разделить на второй. 

Чтение тождества (IV) справа налево дает правило 
деления корней с одинаковыми показателями: при деле- 
нии корней с одинаковыми показателями можно разде- 
лить их подкоренные выражения и извлечь корень той 
же степени из полученного частного. 


Примеры. 



»> V 

з 

У 27 

3 

уПооо 


9 _ /9 

-16 УТЕ 

__ 3 _. 

~ 10 ’ ' 


3 

4 *’ 


3 ) У8:Ѵ2 = у Г | = 2 ; 


4) у 4: 1/2 = \/4 2 : Ѵ2 5 = )/-| = 'К 2. 



Это тождество есть следствие из тождества (III). 
При возведении корня в степень можно возвести в эту 
степень подкоренное число, оставляя показатель корня 
без изменения. 3 

Примеры. 1) {У2У = У 2* = 1/Тб = 4; 2) ( /э) 2 = 

3 3 3 3 

= КЭ 2 = 1/81 = 1/27-3 = 3^3. 

(VI) У~аГ = а т -". 

При извлечении корня из степени можно показатель 
степени подкоренного числа разделить на показатель 
корня, если это деление совершается нацело. 

_ 3 3 _ 

Примеры. 1) Ух* = х 2 ; 2) У27у 6 =Уз 3 у 6 = 3у 2 \ . 

4 4 

3) У 8 1 аЧ* = У ЗѴ 2 6 8 = 3 а 3 Ь 2 . 

Примечание. При решении примеров 2) и 3) были 
применены тождества (III) и (VI). 
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гтт . п/т пт 

(VII) у у~ _ у~ т. е. при извлечении корня из кор- 
ня можно извлечь корень степени , равной произведению 
показателей данных двух корней, оставляя подкоренное 
число без. изменения.. 

Тождеством (VII) чаще приходится пользоваться, чи- 
тая его справа налево; например, располагая только 
таблицей квадратных корней или логарифмической ли- 
нейкой, целесообразно заменить извлечение корня 4-й 
степени двумя последовательными извлечениями квад- 
ратного корня: 

}/2= ѴуЪ~ уТ4Н~ 1,19, 

Подобным же образом 

Ѵ\ 2 =Ѵ ѵѴмб~ у т^8б ~ і,зб. 

Примечание. Справедливость формул (II) — - 
(VII) проверяется одним и тем же приемом: обе части 
каждого равенства возводятся в одну и ту же степень, 
в результате чего получаются одинаковые выражения. 

§ 38. Извлечение квадратного корня с заданной 
степенью точности 

В большинстве случаев извлечение квадратных кор- 
ней из чисел можно выполнить лишь приближенно. По- 
кажем, как это делается. 

Пусть требуется вычислить V 3 с точностью до 0,001. 
Это значит, что надо найти две десятичные дроби, разня- 
щиеся между собой на 0,001, между квадратами кото- 
рых должно заключаться число 3, т. е. квадрат меньшей 
дроби должен быть меньше 3, а квадрат большей дроби 
должен быть больше 3. 

Известно, 'что при возведении десятичной дроби 
в квадрат число десятичных знаков удваивается, на- 
пример, 

( 1 ,5) 2 = 2,25; (0,012) 2 = 0,000144. 

Поэтому три десятичных знака в квадратном корне мож- 
но получить лишь при условии, что подкоренное число 
• имеет шесть десятичных знаков, т. е. выражено в мил- 
лионных долях. На место недостающих десятичных 
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знаков напишем нули и применим обычный прием извлек 
чения квадратного корня: 


/З.ОО'ОО'ОО ~ 1,732. 
1 


27 

7 

200 

189 

343 

1100 

3 

1029 

3462 

2 

7100 

6924 


176 (остаток) 

Дробь 1 ,732 есть приближенное значение У 3 по недо- 
статку с точностью до 0,001, так как ( 1 ,732) 2 = 2Д99824.*, 

Дробь 1,733 есть приближенное значение V 3 по из- 
бытку с точностью до 0,001, т ак как ( 1 ,733) 2 = 3,003289 . . . 

Пример, Вычислить ]/0, 043818 с точностью до 0,01. 

В данном'случае надо сохранить в подкоренном числе 
только четыре десятичных знака, лишние знаки отбрасы- 
ваются: 

Ѵ г 0,04'38»0,209*»0,21. 

4 


409 

9 

3800 

3681 


і 19 


§ 39. Освобождение дроби от квадратной 
иррациональности в знаменателе 

При приближенном вычислении числовой величины 
дроби, содержащей в знаменателе радикал, часто прихо- 
дится делить на многозначное число, что неудобно. Одна- 
ко можно данную дробь преобразовать так, чтобы знаме- 
натель стал рациональным числом. Это преобразование 
носит название «освобождение дроби от иррациональ- 
ности в знаменателе». _ 

Пример 1. Вычислить значение дроби і[У$ стре- 
мя точными значащими цифрами. . 

Предварительно умножим числитель и знаменатель 

дроби на ^3: _ _ 

і у_ з = Ѵ_ з 

/3 /3 3 
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Приближенное значение У 3 берем с четырьмя значащи- 
ми цифрами по таблице квадратных корней: 

1/3 ~ 1,732- 

Тогда 

1,732 

— --у- ^0,577. 

Здесь деление легко выполнить устно, и, конечно, это 
проще, чем делить 1 на 1,732. 

Пример 2. Вычислить числовую величину дроби 

ТГ; у -- с точностью до 0,001. 

Умножим числитель и знаменатель дроби на 3 + 1/2: 

Ѵ~2(3 + У~й) _ 3} г 2 + 2 3-1,414 + 2 6,242 Л ПГ1 _ 

З 2 - ('К 2) 2 7 ** ~7 ~ °> 892 • 

Вычисление оез предварительного уничтожения иррацио- 
нальности в знаменателе требует большой затраты труда 
ввиду неизбежности деления на многозначные числа: 

Ѵ2 


,414 


1,414 

3-^2 ~ 3-1,414 1,586 


= 0,892. 


§ 40. Простейший вид радикала. Подобие радикалов 

Простейшим видом радикала принято считать такой 
его вид, когда: а) подкоренное выражение не содержит 
дробей; б) множители вынесены за знак радикала; в) по- 
казатель корня и показатель степени подкоренного вы- 
ражения сокращены на их общий множитель. 

Следующие примеры служат иллюстрацией приведе- 
ния радикалов к простейшему виду: 

I) V 32а 3 Ь 4 = У 16а 2 6 4 2 а - 4аЬ 2 |/2 а; 

9\ _-./4-2а6-Зс 2 , пгт- 

> У З с ~ Ѵ (Зс) 2 =з?Ѵ6 аЬс; 

31 іУ~Лл. А - -іУ~ а2 + Ь 2 , 3 / (а 2 + Ь 2 ) а*Ь 2 ' 

V Ь а V аЬ V а 3 Ь 3 ~ 

= — 1^ (а 2 + Ь 2 ) аѢ 2 ; 

4 >^УТ Г 7° /^(т- 7)- 

= Ѵхі/-х 2 у=Уху(у-х) (у> х> 0). 
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Определение. Два или несколько радикалов на- 
зываются подобными, если они различаются только коэф- 
фициентами, но имеют одинаковые подкоренные выраже- 
ния и одинаковые показатели радикала или_ ничем не 
отличаются. Подобными будут, например, 3\/ 2 а — У 2; 
а Ѵх + у и - Ѵх + у. 

Часто с виду радикалы как будто неподобны; однако 
после приведения их к простейшему виду может обнару- 
житься их подобие. 

Примеры. 1)3 и подобны, так как 

3 / 1 - 3 /|-4 1 / 2 , 

2) У 4 а 4 Ь 2 и 


Г 


2а 3 Ь 


подобны, так как 


Г 


2а Ѣ 


у 4а 4 Ь 2 = а у 4 аЬ 2 , 

-Г 


А аЬ 2 
Ьа 3 Ь 3 


2аЬ 


у 4 аЬ‘ 2 


Подобные радикалы приводятся так же, как и по- 
добные рациональные одночлены, что видно из следую- 
щего сопоставления: ^ 


3 ху + Ьху — 6 ху = 2ху, 

3 У аЬ + 5 У аЬ — 6 У аЬ = 2 У аЬ. 
тх — пх + рх = (т — п + р) х, 

т У а {Ь + с) — п У а(Ь + с) + р У а(Ь + с) = ^ 

= (т — п + р) У а(Ь + с). 


§ 41. Сложение и вычитание радикалов 

При сложении или вычитании радикалов соединяют 
их между собой знаком плюс или минус и приводят по- 
добные радикалы, если они имеются. Например, 

(2 У 20 + 5 УЪ) - (з }/" ± - 1/9б) = 

= 2 У20 + 5 УЪ - 3 |/-І- + У98 = 

= 4 УЪ + 10 У 2 - -| \/Ъ + 7 У 2 = 3,4 У 5 + 17 У 2 . 
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§ 42. Умножение и деление более сложных 
иррациональных выражений 

В § 37 при рассмотрении основных тождеств было по- 
казано, как выполняются умножение и деление радика- 
лов в простейших случаях. 

При умножении и делении иррациональных много- 
членов применяются те же правила, что и при умноже- 
нии и делении рациональных многочленов. 

Примеры. 

1) (3 /2-2 /з)(7_/2 + 5 /3) = 3 /2-7/2- 
-2 /3-7/2 + 3/2-5/3-2/3-5/3 = 21 • 2- 

-14/6+15/6-10-3=12+ /б; 

2) (2а6]Гу-х/б):/^ = 2а&]/ Л 

— х Тіс ~ ~Т~ Ѵ^ х — /"-*■ = 2а / б.ѵ — х 2 . 

§ 43. Преобразование сложного радикала 

Иррациональное выражение вида 

V А± У В, 

где Ли В положительные рациональные числа, В не есть точный 
квадрат, называется сложным радикалом. Сложный радикал может 
быть преобразован к виду 

утсуи. ^/а ±уж=в ± ^/ ;гг/агг-д (1) 

Проверить справедливость формулы (1) можно путем возведе- 
ния в квадрат обеих частей, с учетом того, что все радикалы 
арифметические. Выполним это для случая, когда везде берутся 
верхние знаки. 

Квадрат левой части 

ІѴ А + УвУ А + УВ. 

Квадрат правой части 

(Уі±ѵрп + ущщ\ 

А + У А 2 — В . А — У А 1 — В 
= 2 + 2 + 

4 - 2 ~\/~ А + Уа*- В л /~ А-Уа^В 
V 2 У 2 “ 

■= А + У А' -(А* -~В) = А + УВ . 
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Может показаться, что такое преобразование бесполезно, так как 
правая часть тождества содержит два сложных радикала, а левая 
часть — только один. Однако в тех случаях, когда выражение 
А 2 — В есть точный квадрат, в правой части тождества пірлучим 
сумму или разность двух простых радикалов, и тогда есть смысл 
пользоваться преобразованием сложного радикала. 

Примеры. 

с \'і=п - ѵшр. - . 

2) Ѵ':м 2 Г 2- ! з + [ 3 - у Ч' + ]/^ ' ~ 1 2 '■ 

§ 44. Степень с дробным показателем 

Определение 1. Степень с положительным дроб- 

т 

ным показателе^, т. е. выражение а п (гп и п — целые 
положительные числа), означает корень (радикал), по- 
казатель которого равен п, а подкоренное выражение 
равно а т : 

И п 

а " =У а т (а > 0). 

_ 1 _ _ 2 _ 

Примеры. 1) 2 2 = У 2; 2) (а + Ь) :! = У (а + Ъ ) 2 ; 

3) {ху) ь = 1 Уху. 

Обратно, всякий радикал можно представить в виде 
степени с дробным показателем: 

1 ) Уа 2 = а д ; 

_і_ 

2) Ух- у = {х- у)-, где х>у\ 

5 с- 1 

3 ) Уь* = ъ 3 . 

Определение 2. Степень с отрицательным дроб- 

_ТП 

ным показателем, т. е. выражение а п ( т и п — целые 
положительные числа), означает обратную величину вы- 
ражения а тІп ; 
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Над степенями с дробными показателями можно 
производить действия умножения, деления, возведения 
в степень и извлечения корня по тем же правилам, как 
и над степенями с целыми показателями, если основания 
степеней равны между собой. 

Умножение: 

а тш а т = | /~^р _ "у^я = пр у^щ+м _ 

тд + рп т + р 

= а = а п «, 

т. е. показатели степеней складываются также в случае 
умножения степеней с дробными показателями. 

Пример. 8 3 -8 2 =^— г \/8 3 =4--8 /8 = 2 Ѵ"8 = 4 Ѵ"2. 
У 8 2 4 

Теперь произведем умножение без замены множителей 
радикалами: 

8 т • 8 2 = 8 ' 3 + 2 =8в’= /8 3 = = 4 У 2. 

Деление: 

т р 

а п : о* = УН* : ГУаГ = = 

тд-рп т р 

= |/ а т я-р п = # пц — а п а , 

т. е. показатели степеней вычитаются в случае деления 
степеней с дробными показателями. 

Предоставляется учащемуся самому проверить, что 
и при возведении степени в степень, а также при извле- 
чении корня из степени прежние правила действий над 
степенями сохраняются. 

1 -1 і/±\ 

Примеры. 1)3 2 : 3 2 = 3 2 ' 2 /=3’ = 3; 

2 ) ( 2 - 4)4 = 22 = 4 ; 

3) (0,027)“ + 256 0,75 - З' 1 + (4,5)° = 

= [(жЛ Ч ѴШ 3 - =(-^) _1 +( 4 /25б) 3 + 

+ 1 = х + 43 + і= 68 - 
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§ 45. Примеры ка все действия над радикалами 
Пример 1. Упростить выражение 

I- 


У \ + к 


\ -X 




\Уі + х~У і-х I х I — д: а ч- дс — 1 
О < X < 1. 

Действия выполняем последовательно, сначала над вы- 
ражениями, заключенными в скобки: 


2) 


У ! + х 


V I - * / , - 


у I + X — У I - X У I - X У I +Х-(У 1-х) 2 

У \ + х , 


у 1-х у і 


У I А-Х-У I - X ^ V [~х{У \+Х-У і-х) 

(У~ 


__ У\ + Х + Гі - X _ 

Уі + Х - у І-х 


- X + У \ — х) 2 


(У [+Х-У \-х){У\ + х+/і-х) 

2 + 2 УТ^Ус 2 1 + У 1-Х 2 


2х 


Теперь упрощаем выражение, заключенное во вторые 
скобки: 

2 ) ѵт*=і-±-&=*~і-Ыѵт=г-і). 

3) Перемножим результаты предыдущих действий: 

1 + УТ^7 2 


(\/1 -х 2 - 1) ; 


(У і - х*) 2 -1 


1 -х 2 - 1 


= - 1 . 


Пример 2. Упростить и вычислить выражение 
(г 2 + а 2 ) - + (г 2 — а 2 )~ 2 


1 -1 

2 


•) т 


(г 2 + а 2 ) 2 - (г 2 - а 2 ) 

( т 2 + п 7 

П Р И г = а \-1шУ- 
(а > 0; п> т> 0). 

Вычислим сначала два -выражения: 

_! 

Д = 1 + а 2 ) ~ и В = (г 2 — а 2 ) 2 . 
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Имеем 




т 2 + п 2 
2 т п 



(т + п ) 2 1 у 
2т п I 


Аналогично находим В: 



— а '( п — т ) 1 


(2 тп) 2 

Здесь при вычислении выражения 


[т 2 + п 2 -2тп] 2 

надо учесть, что 

т 2 + п 2 — 2 тп = (т - п ) 2 = {п~ т) 2 . 

Но Ѵпі 2 + п 2 - 2 пт = У\щ - п) 2 = ±(т - п), а 
п >т, то арифметическое значение радикала 

V (т— п) 2 = п — т. 


После вычисления вспомогательных величин 
имеем: 


V 2т п У 2 тп 

а(т + п) ' д(п-гп) 

У 2 тп Ѵ2тп 

а (т фи) а (п — т) 


1. Вычислить: 


V 2 пт | 

' 1 , 

і ) 


а 1 

\Ш + п 1 

п — т ) 


V 2тп і 

' I 

■ \ 


а ' 

^ т + п 

п — т ) 


п 

—т+п+т 

2п 

II 

— т — п — 

т 

- 2т 


Упражнения 


1 ) 2 \ (~ 3 ) 4 , 4 3 , (- 5 ) 3 ; 

2 ) 13 - 2 3 — 9 - 2 3 + 15 - 2 3 +6 (- 2) 3 - 5 (- 2) 3 - 1 - 913 . 

3 ) “ 2 + (-«) 2 - ( -2д ) 2 . ( — 2а) 3 , ( — а) 2П , (~а) 2П +'~ ’ 

4 ) 2 3 + (- 3) 3 -(- 2 ) 3 -|- (- 1 ) 4 , ' ’ 1 1 



а (т + п) ' 


2 

] 2 тп 

а (п — т) 


так как 


А и В 


п 

т ' 
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2. Упростить выражение 

л з + 2*2 _ 3 * _ (_*)3 + з (_*)2 _ 5 * + 2 . 

3. Произвести указанные действия: (3 • 4) 2 (2 • 3 • 4) 3 ; ( 2ху ) X 

Х(-4хугУ; (~аУ(2Ьу- (-2.ѵ) 3 (-3 у)*; 24 (-|) 3 . 

4. Вычислить: 1) 2) (1,5) 4 ; 3) (у) 3 ; 4) (/— ) 4 ; 


5) 




8) 


( 4аЬ 
I 3 с 

(х 2 -у 2 ) п (с + (1) п (с-й) п 

С 2 — СІ 2 X — у х + у 

5. Вычислить: 1) (2 2 ) 3 ; 2) [( — З) 2 ] 3 ; 3) (х п ~ 1 ) 2 ; 4) (х 2 у г У п ~ и , 

5)(-6 2 ) 3 ; 6) (а 2 ) 3 • (а 3 )<; 7) ; 8) (р-Г [Ь*) т а"' ; 

’ \ 4у' 1 +‘ ) ' 

6. Упростить выражение (у//)' (у//* 


7. Подвести рациональный множитель под знак корня: 

' т 


аЬ 


1) 3/1; 2) 5 /0, 6; 3) 4 /О^; 4 ) а у у ; 5) л: | 
6)2^3! 7)а6 2 /7; 8) 2 ]/" 9)3]/" 3 1 , 10)^-]/ 
12) (а — й) ]/ у 


т 


и) тѴ 

14) 2а 1/Т; 15) лгу і/"—. 

г хи 


■Ь ’ 


13) 


а 4- 1 /~ _а 

а — 1 у а 


- 1 

о+1 ; 


8. Не извлекая корней, определить, какое из чисел больше: 
1) 2/з или 3/2? 2) 5/3 или З/кГ? 

9. Преобразовать к простейшему виду следующие корни: 


1) 


/ І' 2 > Ѵж- 3 > Ѵ%- 4) / т ! 5 > / / 


6 ) |/ 


1 


|0) 2 “ / 257 ■ 

13) — т/ 
пг У 


7 > “ т/ Щ = 8 >/І/ 9 >'/ 

") /у + і; 


2аЬ 


16) 


те 1 Зш 2 я ’ 

у— 


14) 


, 3 /~ а + Ь 
V (а-Ь) 2 ’ 


12) У 2х 2 - 4х + 2; 

|5 > т/уі 


8а 4 6 3 ' 


8Э 


10. Пользуясь приближенным значением /б" «2,449, вычислить: 

■>/Т- 2 >// *>/?• 

11. Привести к простейшему виду и обнаружить подобие: 

1) /8 и /5(Г; 2) /40 и /90; 3) |/і- , у^-і и 3/І8; 

4) |/*^ |-/^ и 

6) \ 11 Ѵ^Т - ”^’ ^ І^ 0 ' 001 ^ 2 И У у' .9’°2' Х . ; 

8) і/” — и і/" — - — 

К пс - Ьс V Ь 1 Ь ' 

12. Произвести сложение и вычитание следующих корней: 

1) З/йГ + 2/8 +3/32 -/50; 

2) /І2 - 2 /27 - 3 /48 + 2 /75 + 3/ШГ; 

3) (/оЬ - 2а Ѵъ) + (4п /б - 2 /5Г); 

■ 4) оІ^Ж + 61/ Л Ж+|/ Л Ж т -За61^^'; 

--1/27-0,1/75 +2 *|/ 1; 

5) /1 -** + (! _2(1 +,)|/ . |^І-; 

7) 6 і/ ^-^/^^+-і/нж^- 6 у г . |--±. 

13. Привести к общему показателю следующие корни: 

1) /3 и /2; 2) /5, /2 и /32"; 3) /а, /ЗаГ и /2?. 

14. Произвести умножение и деление в следующих примерах: 

. 1)/2-/2; 2) /а ./Ж; 3)/5-/2; 4) /2 • /2 • /Г; 

5) /2 о: /а; 6) /Гб: /2; 7)/2^:3/^; 8) 

/з - 

15. Произвести указанные действия над корнями: 

1)/3./ІГ; 2) 1^2- 1^4; 3) |/ ± ■ //У; 4) /з-г/У; 

Б) /х 5 " /х 3 "; 6) /І2” : /І3~; 7) 2/ТсГ :-^-/Ж: 8)/2:/2*; 

В) 4,8 УаЬ : 12 ; 10) (/17 - 2 /27 + 3 /7ІГ) • /У; 

Л) (/20 - /45* + 3 /Ж) : 2 /Г; 12) (4/8—2 /І8 ) : 
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13) (Уз - /2 ) (/з + /2 ); 14) (а - Ь Ус + т /і ) : а V Ьс ; 

15) + — 6; 16) [2Ѵ *У + У + У /* ) '■ V х у, 

17) -(“/ т + 2/аі+&|/" у)/а&; 18).(5-2/з)(б+5/з); 

19) (3/2+5 /Г) (8/3-3 /2); 20) /7 +/24 • /7-/24; 

21) /5 + 2/6 • /5-2/6; 22) /р + /^гГ /р./Т^Г; 

23) /* + /*“^7 /7- /^Г^Т. 

_16. Возвести в степень следующие выражение 


1) (2 /а) 2 ; 2) (/а) 4 ; 3) (|/" у) 1 4) (/аіг) ; 5) (/За 2 ) 
6) (аб/^) 4 ; 7)(/І+/Т) 2 ; 8)(а-б/*) 2 ; 9)(/3-/2") 2 

10) (/7+7 + /^7) 2 ; 11) (а + /4+^ г ) 2 ; 12) //7 + —Ц 2 


13) (т^ 7 + УТ) 2; 14) -/^) 2 -. 

15) (а /а- 6 /Т) 2 ; 16) (/2 р + /З <?) 3 ; 17) ,(/2р + /З?) 3 ; 

18) (л: /у — і/ /дс ) 2 (лг /7 + 1/ /-« ) 2 ; 19) (/р 2 -? 2 ) ; 

/ге Ѵ«л« 

20) 1 ч /2»; . 

ДД. Упростить радикалы: //і8 - ; 1^/64 ; 16; /у аі> 2 ; 

/2/Г; І^іуТ; К а /7/7. 


18. Освободить дробь от иррациональности в знаменателе: 
3 5 "8 10 


О ГТ^-І 2) 


/3 


7 Г 3> уГ <> ТТ ! 5) 


3/5 ^ Уху ’ 


7) -^=; 8) 

-,//>_ Ь у а 

/3 


9) 


I 


12 ) 

16) 

19) 


2-/3 
4/3 

2 /5"- 3/2 
5 


13) 


2 + /3 
7-/5 


10) 


1 


14) 


3-/7 ' 
9-5/3" 


П) 


1 


3 + /5* ' 1 7-3/3 ’ 

I + /3 


17) 


20 ) — = 


3/2 -/З ’ 

/3 


18) 


/2 +/3 ’ 

4 /Г 

/3+/2 ’ 
1 

2 + /3 +/5 ’ 


15) 


/3 — /2" — 1 
х + у г х 2 — 1 


2-/Г + /2 

19. Упростить выражение , ■ ■ ■ . 

х-У х 2 - 1 * + /л 2 -1 


г-/* 2 - I 
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14 -Ьх / 2 а , 

заменить л: на 1/ 1 

> Ь 


Ьх 


„ 1 - ах Г 1 4- 

20. В выражении — у у— 

и упростить. 

21. Какой простейший вид примет выражение 
если применить подстановку 


2а V 1 


х 4- У I + х 2 ’ 


’-гІѴт-Ѵі] 


22. Вычислить значение у при х = 


2аЬ 
Ь 2 4- 1 


■, если 


У а + х + У а — х 

У , / . г 

У а + х —у а — х 

23. Упростить выражение 


п 4- 2 4- У п 2 — 4 + п 4 2 - У^ п 2 — 4 
«4-2 — У^ п 2 — 4 и4-24-|^п 2 — 4 

^ _ -|^/" т — V ш 2 — 4 


24. Вычислить значение у при 


2т 


У ~ ' 


25. Упростить выражения: 


4- 


У I — х 2 


V У- 


/ У-‘" 

21 


1 4- 


3) 2х4-/* 2 — 1 ( 1 4- 


х 2 — 1 


Ѵх 2 - 


Х + Ѵх 2 ~\ 


4) 


5) 



1 


1 

■ 

_ 1 + 

2ж 4- 1 

1 п і 

г, , + - 

(2х-1) 

{ Ѵз і 

2 І 


(Ѵ г а -ѴЬ) 3 + 


2 а 2 

V а 


4- ьУь . 


а 4- 6 'Кй 


■ 4- 


3 ѴаЬ -35 
а — Ь 
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2(5. Записать следующие радикалы в виде степеней с дробными 

показателями: 

О К5; 2) УУ; 3) УЖ 4) /оТб; 5) 6) 

7) 8) 9) — ; 10) 11) 


12 ) 


Зай 




Уа’ 

13) ‘‘ 

Ѵі+х* 


У т + п ’ 




у 


У(а + Ь ) 2 

27. Вычислить, заменив дробные степени соответствующими 


радикалами 

1 


- - — -1 _± ± 1 
1) 2 2 ; 2) 8 3 ; 3) 16 1 ; 4) 64~ 2 ; 5) 0,25 2 ; 6) 0.36 2 ; 7) (-2) 

3 4 |і 


8) (х + у) 3 ; 9 ) (а- Ь) 2 ; 10) (—27) 

3 


11 ) 


нг 


+ 32 


12) (125) 3 +(0,01 Г 0 ’ 5 ; 13) 4 + (-І) 3 (0,81) 2 , 

анные действия: 


28. Произвести указанные действия: 

11 1 

1) а 2 Ь* • аЬ 2 ; 2) 


4) 

7) 

9) 


(ЖЖ УЖЖ *(. 
УУЖ-Ж, 


і) іа-а 2 + і) 


8 ) 


+ 16 2 +343 


Л 


[;( 


і і 

,0,027 3 + 15 • 0,001 6 4 + 1 


+ а 2 + 1 

(,*т 

)]’і іо)(« т +2 т )(»^т-і^гп+і^п 


П) 


УЛ-ЖУЖ: , 2 ) ГУЖЖѴУ] 4 "'. 


29. Упр остить выражения: 

I) і/" х + " 2 хУх*-у 3 

V х~У I/ 2 (•«//-* + 1 


+ 1)2 I -ух~' ’ 
1 +ух~' 


2 ) 


3) 


У ^ Г ,1 

1 1 і 

4дг 2 у 2 


х + у + 2 Уху 


4) 


а + 


ьнтр-кігГ^ 

У аЬ 


а + Ь 



/ 1 ' \ 

“ 1 

а 2 (7— 7) -| 

а 2 + й 2 ) 


1 



\ ь* ] 
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Б) -т 


а 4 + а 8 + 1 а 4 — о 8 + I 

1 

30. Вычислить при х- 


1 _ 

2а 4 -2 
_ 1 _ _ 1 _ 
,2 


•а 4 +1 


1 +(а + дг) 


а — 1 


( аФ\ ) 


■ Г , 1 -( д > + «») 1 

1 — (а + лг) -1 I 2 ах ] 

31. Упростить следующие выражения: 

1) Г У- 1 - 8 ^ , -2^1 2) 

\ а 4 Ѵа- 2 


. х 3 — 2І/”х(/ + 4у э 


3) 


И-гт), 


аб(]/^а — \^Ь) +у г аЬ 2 (а ф Ь); 

2 

4) [{х} л х +уѴу) (Ѵ~х +Ѵу)~' +ъѴху ] 2 (лг> 0; у> 0). 


ГЛАВА VI 


ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ФУНКЦИЯХ. 

КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН И ЕГО ГРАФИК 

§ 46. Вводное замечание 

Начальные сведения о функциях и их графиках вам 
были уже сообщены в VII — VIII классах средней школы. 
Поэтому в первых параграфах этой главы мы только 
в сжатой форме повторяем основные понятия и опреде- 
ления. Новый материал излагается подробно и иллю- 
стрируется большим количеством примеров. 

§ 47. Основные понятия и определения 

Определение 1. Величина называется постоянной, 
если в условиях данного исследования (наблюдения, экс- 
перимента) она сохраняет одно и то же значение. 

Примеры постоянных величин: I) отношение длины 
окружности к своему диаметру; 2) ускорение силы тя- 
жести § в данной точке земной поверхности; 3) сумма 
внутренних углов треугольника. 

Определение 2. Величина называется переменной, 
если в данном исследовании или процессе она принимает 
различные значения. 

Примеры переменных величин: 1) расстояние, отде- 
ляющее парашютиста от поверхности Земли после того, 
как он выбросился из самолета; 2) угол зрения, под ко- 
торым виден удаляющийся от наблюдателя предмет (са- 
молет, человеческая фигура, танк и т. д.); 3) скорость 
истечения жидкости из сосуда через отверстие при из- 
меняющемся давлении (напоре); 4) температура воз- 
духа в течение суток. 

Одна и та же величина в одних условиях может ока- 
заться постоянной, в других — переменной. Например, 

95 


ускорение силы тяжести § будет переменной величиной, 
если ее измерять на различных широтах земной поверх- 
ности: на полюсе она больше, чем на экваторе (для 
Москвы §■ = 9,81 м/сек 2 ). Постоянные величины при- 
нято обозначать начальными буквами латинского алфа- 
вита: а, Ь, с, , переменные величины — через х, у, 
г, и, ѵ. 

В математике отвлекаются от физического смысла пе- 
ременных величин, участвующих в том или другом про- 
цессе, а интересуются только взаимосвязью между чис- 
ловыми значениями изменяющихся переменных величин. 
Это приводит к одному из важнейших понятий матема- 
тики — понятию ф у н к ц и и. 

Определение 3. Величина у называется функцией 
переменной х, если каждому значению х из данного чис- 
лового множества соответствует по некоторому закону 
вполне определенное значение у. 

Переменная х называется аргументом или независи- 
мой переменной, величина у — зависимой переменной 
или функцией. Говорят, что переменные хну связаны 
между собой функциональной зависимостью, и записы- 
вают у = І(х) («игрек равняется эф от икс»). Под 
записью г/ = /(х) подразумевается правило, по которому 
каждому рассматриваемому значению х ставится в соот- 
ветствие определенное значение у, например, если 
х 

У = 2 ' , то для нахождения у надо: 

1) возвести аргумент х в квадрат, 

2) прибавить 1 к квадрату аргумента, 

3) поделить х на сумму 1 + х 2 . 

Возвращаясь к рассмотренным примерам, можно ска- 
зать, что 

1) расстояние, отделяющее парашютиста от поверх- 
ности Земли, есть функция времени; 

2) угол, под которым видна цель из данной точки, 
есть функция расстояния до цели; 

3) скорость истечения жидкости из сосуда есть функ- 
ция высоты уровня жидкости над отверстием, через ко- 
торое выливается жидкость. 

Примечание. Бывают функции, зависящие от 
двух, трех и более переменных величин. 

Примеры. 1. Сила тока / зависит от напряже- 
ния Е и от сопротивления /?: І = ~. 
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2. Объем прямоугольного параллелепипеда есть 
функция трёх его измерений а, Ь и с: и = аЬс. 

В дальнейшем мы будем изучать функции только 
одного аргумента. 

§ 48. Способы задания функции 

Соответствие между значениями переменных хи у 
может быть задано различными способами. 

1. Табличный способ. Функция может быть задана 
при помощи таблицы. Такой способ задания функции 
состоит в том, что численные значения аргумента распо- 
лагают в виде строки (или столбца), а против каждого 
значения аргумента помещают соответствующее значе- 
ние функции: 


X 

Х\ 

х г 

Хъ 

х, 

... 

х п . . . 

У 

У\ 

Уг 

Уз 

У> 


Уп ■■■ 


По этому принципу построены уже известные вам таб- 
лицы квадратов, кубов, квадратного корня, кубического 
корня и т. д. 

Обычно табулируют одновременно несколько функ- 
ций; например, во всех инженерных справочниках мож- 
но встретить следующую таблицу, в которой аргумент 
обозначен буквой п вместо обычного обозначения х. 


п 

п 2 

/г’ 

Ѵп 

V Юл 

V" 

II 

^ 100/1 

I 

п 

лп 2 

4 

1 

1 

1 

1,000 

3,162 

1,000 

2,154 

4,642 

1 

0,785 

2 

4 

8 

1,414 

4,472 

1,260 

2,714 

5,848 

0,500 

3,142 

3 

9 

27 

1,732 

5,477 

1,442 

3,107 

6.694 

0,333 

7,069 


Мы показали лишь начало таблицы. Здесь табули- 
рованы 9 различных функций. В первом столбце поме- 
щены значения аргумента с равными промежутками, 
т. е. через единицу, для всех девяти функций. Считаем, 
что пользование такой таблицей не вызовет никаких за- 
труднений. Хотя таблица составлена только для целых 
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значений аргумента п в пределах от 1 до 100, но тем 
не менее она дает большие преимущества: значения лю- 
бой из девяти функций находим сразу без всяких вычис- 
лений. Например, при п = 3 получаем V Юл = У 30 = 
= 3,107. Следует сказать, что в результате эксперимен- 
тального изучения какого-нибудь явления или процесса 
(испытание самолетов, моторов, урожайности семян 
и т. д.) всегда устанавливается функциональная зависи- 
мость между переменными в виде таблицы. 

2. Аналитический способ. Говорят, что функция за- 
дана аналитически, если дается формула, указывающая, 
какие действия и в каком порядке надо выполнить над 
значениями аргумента х и некоторыми данными числа- 
ми, чтобы получить соответствующие значения функции. 


Примеры I . Если у : 


V 


то при данном 


значении х = 5 функция у равна арифметическому зна- 

/і 


чению квадратного корня из частного: 


У : 


5 2 + 1 


= V ІГ - 0.437. 


2. Если у = х 3 + 5х 2 — х + 4, то при х = 2 легко на- 
ходим соответствующее значение функции, которое обо- 
значим следующим образом: 


У І*=2 = !/ (2) = 2 3 + 5 • 2 2 — 2 + 4 = 30. 


Вообще символическая запись !(а) или у (а) означает 
то значение функции {(х), которое она принимает при 
аргументе, равном числу а. По-другому можно сказать, 
что І(а) есть частное значение функции, соответствую- 
щее значению аргумента х = а. 

В некоторых случаях функция задается не одной фор- 
мулой, а несколькими для различных промежутков изме- 
нения аргумента. 


Пример, у 


-{ 


2х—1, если О^хг^З, 

-х + 8, если 3<х<5. 

Задание функции с помощью формулы имеет то боль- 
шое преимущество, что по формуле значения функции 
могут быть вычислены для каждого допустимого значе- 
ния х с нужной точностью весьма быстро, если пользо- 
ваться средствами современной вычислительной техники, 
98 % 




Недостатком аналитического способа является то, 
что часто по формуле невозможно судить о характере 
изменения функции. Несмотря на этот недостаток, ана- 
литический способ господствует в математике, к нему 
приспособлен математический аппарат изучения функ- 
ций. 

3. Графический способ. Зависимость между аргумен- 
том х и функцией у можно представить в виде некоторой 
линии (вообще говоря, кри- 
вой); абсцисса любой точки 
этой кривой изображает неко- 
торое значение аргумента- х, 
ордината — соответствующее 
значение функции у. 

Определение. Графи- 
ком функции */ = /(*) называ- 
ется множество всех точек 
плоскости, координаты кото- 
рых удовлетворяют равенству 
У = І(х). 

Чтобы построить график 
функции, заданной формулой, 
обычно поступают следующим 
образом: 

1) Составляют таблицу зна- 
чений аргумента х и соот- 
ветствующих значений функ- 
ции у. 

2) Выбирают систему коор- 
динат х Оу и единицу масшта- 
ба на каждой из осей (не обязательно одну и ту же для 
обеих осей). 

3) Каждую пару значений хну, помещенных в таб- 
лицу, принимают за координаты точки и строят эти 
точки. 

4) Построенные точки соединяют от руки или с по- 
мощью лекала плавной линией. 

Очевидно, что чем больше будет нанесено точек, тем 
точнее получается график функции. 

Графический способ задания функции удобен тем, что 
он наглядно показывает ход изменения функции: в ка- 
ких промежутках изменения аргумента функция возра- 
стает, в каких — убывает, когда функция обращается 
в нуль. 

4* 
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Графическое изображение функциональной зависи- 
мости широко применяется в современной науке и тех- 
нике, где графики воспроизводят самопишущие прибо- 
ры. Приведем такие примеры: 

1) В медицине о работе сердца судят по кардиог- 
рамме, которую создает прибор — кардиограф, 

2) Сейсмограф изображает колебания земной 
коры; по нему можно определить, где произошло земле- 
трясение и какова его сила. 

3) Виброметр регистрирует колебания различных 
сооружений, например, мостов, судов и т. д. 

Подобные примеры можно привести из самых раз- 
личных областей науки. • 

К недостаткам графического способа изображения 
функции надо отнести: 

1) сравнительно небольшую точность, с какой можно 
прочесть значения аргумента и функции по графику; 

2) ограниченность промежутка, на котором может 
быть построен график. 

Пример. Построить график функции у = 0,5х 3 — 1 
на отрезке [ — 3, 3]. 

Составляем таблицу значений: 


, 

X 

-3 

-2,5 

-2 

-1,5 

-і 

у — 0,5 х 3 — 1 

-14,5 

-8,8 

-5 

-2,7 

-1,5 

X 

0 

1 

1,5 

2 

2,5 

3 

у = 0,5 л : 3 - 1 

-1 

1 

2 

0,7 

3 

6,8 

12,5 


Через полученные 11 точек проводим плавную кри- 
вую, называемую кубической параболой (рис. 18). 

§ 49. Область определения функции 

Областью определения функции называется множе- 
ство точек числовой оси, в которых функция имеет впол- 
не определенные действительные значения. Поясним ска- 
занное рядом примеров.. 
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Пример 1. Найти область определения функции 
у = \—х 2 . При любом действительном значении х функ- 
ция у принимает также действительные значения; по- 
этому область определения ее — вся числовая ось, или 
промежуток — оо < х < +оо. 

Пример 2. у = -\_ х2 ■ 

Данная функция определена при значениях аргумен- 
та хф ±1; ее область определения состоит из трех про- 
межутков: 

(- оо, -1), (-1, 1) и (1, + оо). 

Пример 3. у = У 9 — 2х + У х — 3 . 

Область определения данной функции может быть 
найдена решением системы неравенств: 

| 9 — 2х > О, 

1 х — 3>0. 

Искомая область выразится так: З^лг’^4,5. 

Пример 4. 1(х) = У ~ х + У х. 

Подкоренные выражения должны быть неотрицатель-, 
ны, т. е. 

( -*>о, 

і х>0. 

Этой системе неравенств удовлетворяет единственное 
значение х — 0.' Итак, данная функция определена толь- 
ко в одной точке л: = 0, причем /(0) = 0. 

В тех случаях, когда функция выражает зависимость 
между переменными в конкретных условиях некоторого 
исследования, может случиться, что область определения 
функции и область допустимых значений аргумента — не 
одно и то же. 

Так, например, при свободном падении тела (без уче- 
та сопротивления воздуха) пройденный путь 5 в зависи- 
мости от времени і выражается функцией 5 = ^—, кото- 
рая определена (по смыслу переменной I) при ^>0. 
Если отвлечься от физической сущности переменных і 

и 5, то тогда функция вида 5 = ~~ определена на всей 
числовой оси (/). 
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§ 50. Некоторые свойства функций, используемые 
при построении графиков 


Построение графика функции упрощается, если по 
уравнению у = / (х) можно обнаружить некоторые свой- 
ства данной функции. 

Определение 1. Функция /(х) называется четной, 
если перемена знака у аргумента не меняет значения 
функции, т. е. І(—х) — 1{х). 

График четной функции — кривая, симметричная от- 
носительно оси ординат (рис. 19). 



У 


Г(-х) 


і 1 

! Ггх) 

і 

і 

-л 

О 

X 


Рис. 19. 



Примеры четных ф ункци й. 1 ) у = 3 — х 2 ; 2) [ (х) = 
= х 4 — 4х 2 + 1 ; 3) у = У 9 — х 1 . 

Определение 2. Функция /(х) называется нечет- 
ной, если перемена знака у аргумента изменяет только 
знак самой, функции, не меняя ее абсолютной величины, 
і. е. 

■/'( х) = / (х). 


График нечетной функции симметричен относительно 
начала координат (рис. 20). 

Примеры нечетных функций. 1) у = Зх; 2) у — - ^ ; 
3) 'у{х)= ух 3 -5х. 

Согласно определению, нечетность функции (при- 
мер 3) проверяем так: 

У(~ х) = ^(-х) 3 -5{- х)= — (ух 3 -5х) = - у(х). 

Однако бывают функции, как например, у — 2х + 1 
н#и у = х 2 — х 3, которые не являются ни четными, ни 
нечетными. 
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Определение 3. Функция называется возрастаю- 
щей в данном промежутке, если большему значению ар- 
гумента из этого промежутка соответствует большее 
значение функции. 

График возрастающей функции — восходящая кри- 
вая, если перемещаться по оси Ох в положительном на- 
правлении (рис. 21, слева). 

Определение 4. Функ- 
ция называется убывающей в 
промежутке, если большему 
значению аргумента из этого 
промежутка соответствует мень- 
шее значение функции. 

График убывающей функ- 
ции — нисходящая кривая, ес- 
ли смотреть на него в направлении слева направо 
(рис. 21, справа). 

Пример 1. Показать, что функция у ■ — кх + Ъ при 
к > О возрастает, а при к < 0 убывает. 

Пусть Хі и х 2 — два значения аргумента, причем 
х 2 > Хі. Требуется убедиться в том, что у г > Уі при 
к > 0 и уч < у\ при к < 0. 

Значению аргумента Хі соответствует значение 
функции 

Уі = кХі + Ъ. 

Значению аргумента х 2 соответствует 
Уг — кх г + Ь. 


Рис. 21. 


Вычитая из второго равенства первое, находим: 

Уг — Уі = к(х 2 — Хі). 

При к > 0 правая часть равенства положительна, 
как произведение двух положительных чисел, а потому и 
левая часть положительна, т. е. у 2 — уі> 0, или у 2 > у и 
а это и означает, что функция у возрастает. 

При к<0 имеем: Цх г —х і) <0, т. е. у?. — уі<&, или 
У г < Уі ; следовательно, функция у = кх + Ь убывает. 


§ 51. Линейная функция и ее график 

Определение. Функция вида у — кх'-рЬ назы- 
вается линейной. 

Можно указать на ряд примеров из физики, механи- 
ки и других наук, где зависимости между переменными 
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выражаются линейными функциями. Приведем несколь- 
ко примеров. 

1) Под влиянием переменной нагрузки х длина 
стержня, работающего на растяжение, изменяется в пре- 
делах упругих деформаций по закону 

I — /о -Ь кх, 

где Іо — начальная длина (без нагрузки), к — растяже- 
ние, приходящееся на единицу нагрузки. 

2) Если будем нагревать данную массу газа Ѵо, взя- 
тую при температуре 0° С, то при постоянном давлении р 
объем газа ѵ будет увеличиваться с повышением темпе- 
ратуры і по закону 

ѵ = п 0 + п 0 а I = п 0 (1 +а/), 

где а — коэффициент объемного расширения данного 
газа. 

3) Путь, пройденный телом при равномерном и пря- 
молинейном движении, изменяется по закону 

5 = ѵ й і + 8 0 , 

где По — постоянная скорость движения, 5 0 — начальный 
путь. 

Составим таблицу значений линейной функции для 
данных значений Хі, х 2 , х 3 , ... аргумента по формуле 
у = кх + Ь: . 


X 

Х\ 

х 2 

Хз 

. . . 

У 

У\ 

У2 

Уз 

. . . 


Изобразим каждую пару чисел (х ± ; у,), (х 2 ; у 2 ), 

(х 3 ; уз), ... в виде точки на плоскости. Получим ряд то- 
чек: М и М 2 , М з, . . . 

Если мы проведем прямую через какие-нибудь две из 
построенных точек, то окажется, что эта прямая прохо- 
дит и через остальные построенные точки. Однако у нас 
нет никакой уверенности в том, что всякая новая точка, 
которая еще не построена, но которую можно построить, 
если продолжим таблицу, обязательно окажется на про- 
веденной прямой. Это надо еще доказать. 

Теорема. Все тонки , координаты которых удовле- 
творяют уравнению у = кх + Ь, лежат на одной прямой . 
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Возьмем две точки Л4 0 и М і, координаты которых удо- 
влетворяют уравнению у = кх + Ь. Покажем, что любая 
третья точка М 2 также лежит на прямой, проходящей 
через точки Мо и Мь если координаты точки М 2 удовле- 
творяют уравнению у=кх-{-Іт. 

Доказательство. Пусть координаты точек 
Мо( 0; Ь) и М|(д:і; у і) удовлетворяют данному уравнению 
у = кх + Ь. Тогда имеем два тождества: 

Ь=к-0 + Ь, (1) 

Уі = кх { + Ь. (2) 

Вычитаем почленно и~ равенства (2) равенство (1). 
При ХіФ 0 получим уі — о = кх[, откуда 

( 3 ) 

Проведем через точки М 0 и прямую (рис. 22). До- 
кажем, что точка М 2 лежит на прямой М й М и 

По условию у 2 = кх-і + Ь и, кроме того, Ь = к-0 + Ь\ 
отсюда у 2 — Ь — кх 2 , т. е. 


( 4 ) 

Сравнивая равенства (3) и (4), получим 
У\-Ь у 2 -Ь 

<®> 

Равенство (5) означает, что у двух прямоугольных 
треугольников МоС^і и М й С 2 М 2 отношения сходственных 
катетов равны (рис. 22), а 
поэтому треугольники подоб- 
ны. Из подобия следует, что 
угол ЛДМоСУ равен углу 
М 2 М 0 С 2 , а потому стороны 
■Мо-М 2 и М 0 М\ сливаются в 
одну, или, другими словами, 
все три точки М 0 , М\ и Л4 2 
лежат на одной прямой. 

Теперь остается дока- 
зать, что любая точка М 3 , 

координаты которой не удовлетворяют уравнению у = 
— кх + Ь, не лежит на прямой М 0 М 2 . Последнее предла- 
гается доказать читателю. 

Отметим, что постоянная к называется угловым ко- 
эффициентом прямой и характеризует скорость того 
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равномерного процесса, который изображен линейной 
функцией; величина Ь, получаемая как значение функции 
при х = 0, означает отрезок, отсекаемый на оси ординат. 

Согласно сказанному в § 50, при к > 0 линейная 
функция монотонно возрастает, при 6<0 — монотонно 
убывает. Для построения графика достаточно вычислить 



координаты двух точек. По рис. 23 определите, как 
влияет величина углового коэффициента к на положение 
прямой относительно оси абсцисс. 

§ 52. Квадратный трехчлен. Вводные замечания 

В различных областях науки и техники приходится 
иметь дело с переменными величинами, связанными 
между собой функциональной зависимостью вида у = 
. — ах г + Ьх + с. 

Примеры 1. Путь, пройденный телом при равно- 
мерно ускоренном или равномерно замедленном прямо- 
линейном движении, выражается формулой 

5 = + + 5 0 , 

где і — время, 5 — пройденный путь, 5о — начальный 
путь, ѵ 0 — начальная скорость, а — ускорение. 

2. Зависимость между диаметром круга й и его пло- 
щадью Р выражается формулой 

„ па 2 
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3. Сопротивление, оказываемой средой, например вози 
духом, движению тела, пропорционально квадрату ско- 
рости: / = кѵ 2 . Такое соотношение имеет место, напри- 
мер, при движении самолета в воздухе. 

В примерах 2) и 3) мы имеем частный случай 
функциональной зависимости у — ах 2 + Ьх + с, когда 
Ь = с = 0. 

Определение. Функция вида у = ах 2 + Ьх + с на- 
зывается функцией второй степени или квадратным трех- 
членом. 

Приведенные выше три примера функциональных за- 
висимостей были примерами функций второй степени. 

Изучение свойств квадратного трехчлена начнем о 
рассмотрения частных случаев и построения соответ- 
ствующих графиков. 

§ 53. График функции у = ах 2 

По уравнению легко обнаружить следующие свой- 
ства: 

1) Функция определена при любом действительном к. 

2) Функция ох 2 — четная, так как у(—х) = а(— х) 2 => 
= ох 2 . Следовательно, график симметричен относительно 
оси ординат. 

3) Функция обращается в нуль, если х = 0, т. е. гра- 
фик проходит через начало координат. 

4) При о> 0 на положительной полуоси функция 
возрастает, на отрицательной — убывает. 

В самом деле, пусть Хі и х 2 — два положительных 
значения аргумента (х 2 >Хі), тогда у 2 > у и ибо разность 
а { х 1~~ *і)>0> как произведение двух положительных 
чисел. 

На отрицательной полуоси большему отрицательному 
числу соответствует меньший квадрат этого числа. (На- 
пример, — 2 > — 3, но ( — 2) 2 < ( — З) 2 .) Следовательно, 
а(х 2 — х^)<0 при а > 0. 

Опираясь на результаты исследования, можно по- 
строить график функции. 

Определение. График функции у — ах 2 назы- 
вается параболой. 

На рис. 24 изображены три различных параболы': 

1) г/ = х 2 , 2) у — 2х 2 , 3) г/ = ух 2 . 
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Выясним, какую роль играет числовая величина ко- 
эффициента а при х 2 . С этой целью сравним ординаты 
двух парабол у = х 2 и у = 2л: 2 , соответствующие одной 
и той же абсциссе, равной х 0> т. е. величины г/, = х\, 

У 2 — ^ х 1- Получаем, что — = 2 или у 2 = 2у ] . 

Таким образом, все ординаты параболы у = 2х 2 в два 
раза больше ординат параболы у = х 2 , взятых при од- 
них и тех же абсциссах-, это позволяет легко построить 



Рис. 24. Рис. 25. 


график у = 2х 2 по имеющемуся графику у = л: 2 . Для 
этого надо все ординаты точек параболы у ='л' 2 подверг- 
нуть растяжению в положительном направлении оси Оу, 

увеличив их вдвое. Аналогично, график у = ■— х 2 может 

быть получен из графика у = х 2 сжатием всех ординат 
в два раза, что изображено на рис. 24. 

Для получения графика функции у = — ах 2 , имея 
график функции у = ах 2 , надо график у = ах 2 отразить 
симметрично относительно оси Ох, так как при одних и 
тех же значениях х ординаты г/і = ах 2 и у% = —ах 2 отли- 
чаются только знаками. 


На рис. 25 изображены параболы у — — х 2 , у = — 2х 2 , 
;/ = 2 х * как зеркальные отображения относитель- 


но Ох парабол: у — х 2 , у — 2х 2 , 



Пример. Пользуясь графиком у = х 2 , найти }Ло. 
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Отложим по оси Оу вверх от начала координат отре- 
зок ОВ, равный 10 единицам масштаба, и через точку В 
проведем прямую, параллельную оси Ох. Пусть М — 
точка пересечения этой прямой с параболой, лежащая 
в первой четверти. Абсцисса этой точки и дает прибли- 
женное значение V 10. 

§ 54. График функции у = ах 2 4- п 

Если параболу у — ах 2 перенесем параллельно самой 
себе в положительном направлении оси Оу на п единиц 
вверх (при га>0), то новое урав- 
нение кривой будет у = ах 2 + п, так 
как от такого переноса все ордина- 
ты увеличились на одну и ту же 
величину, а абсциссы остались преж- 
ними. При п < 0 параллельный пе- 
ренос надо произвести в отрицатель- 
ном направлении оси Оу, другими 
словами, кривую надо опустить 
вниз на — п единиц. 

На рис. 26 показаны соответст- 
вующие преобразования при п = 3 
и п = —2. 


§ 55. График функции у = (х — т) 2 

Произведем сдвиг параболы 
у = х 2 вдоль оси Ох в положитель- Рис. 26. 

ном направлении на величину, рав- 
ную двум единицам масштаба (рис. 27). Тогда точка М 
перейдет в точку Ми точка N — в точку іѴі и то же самое 
произойдет со всякой другой точкой графика. При этом 
преобразовании абсциссы точек М\ и УѴі увеличатся на 
две единицы по сравнению с абсциссами точек М и ІѴ, 
а ординаты останутся без изменения. 

Отсюда следует, что уравнение параболы в новом по- 
ложении относительно координатной системы должно 
быть у = (х — 2) 2 . Подобным образом при сдвиге пара- 
болы в отрицательном направлении оси Ох на три еди- 
ницы масштаба новое уравнение параболы будет у — 
— (х + З) 2 , так как при таком движении абсцисса каж- 
дой точки уменьшилась на три единицы, а ординаты 
остались без изменения. 
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Ясно, что имеет место следующее общее поло- 
жение. 



График функции у= ( х — щ) 2 может быть получен 
сдвигом параболы у = х 2 вдоль оси Ох на \т\ единиц 

масштаба вправо, если т> О, 
и влево, если т < 0. 

Примечание. График 
функции у = а(х — т) 2 мо- 
жет быть получен аналогич- 
ным образом из графика 
функции у = ах 2 . 

§ 56. График функции 
у = (х — т) 2 + п 

Переход от параболы 
У = х 2 к графику функции 
у = {х — т) 2 + п можно со- 
вершить в два этапа: 

1) сдвигом параболы у= 
= х 2 вдоль оси Ох на вели- 
чину т, что даст график 
функции у = (х — т) 2 - 

2) переносом кривой у — (х — т) 2 параллельно самой 
себе на величину п (т. е. на |я| вверх, если п > 0, и 
вниз, если п < 0). 

На рис. 28 изображено построение графика у = 

= (* .+. 2 )* — 3 , 

*10 



1) Сдвигаем параболу у = х 2 вдоль оси Ох в отри- 
цательном направлении на две единицы, получаем гра- 
фик функции . 


У=(х + 2) 2 . 


2 ) Делаем параллельный перенос параболы у => 
— {х + 2) 2 на три единицы вниз, что приводит к гра-і 
фику исходной функции 


У = (х + 2) 2 — 3. 


Вообще график функции у = (х — т) 2 + п есть парабола, 
ось симметрии которой (называемая также осью парабо- 
лы) параллельна оси ординат, а вершина находится в 
точке С(т ; п) . 

§ 57. График функции у = ах 2 + Ъх + с 

Покажем, что квадратный трехчлен всегда можно 
преобразовать к виду у = а(х — т ) 2 + п. 

Имеем: 

ах- + Ьх + с = а (х 2 + — х + — ) = 

\ а а ] 



Если обозначим — ~ через т; 


4 ас — Ь 2 

— 77 — через п, то 


трехчлен окончательно примет вид у = а(х — т) 2 + п. 

Выполненное нами преобразование позволяет 'сразу 
строить график функции по имеющемуся графику 

Пример, у = х 2 + Ах — 1 . 

Преобразуем правую часть: 

* 2 + 4х + 1 = х 2 + 4х + 4 - 4 + 1 = (х + 2) 2 - 3, 
у = (х + 2) 2 -3 (см. рис. 28). 

§ 58. Общее заключение о квадратном трехчлене 

Мы рассмотрели квадратный трехчлен у = ах 2 +] 
[Н- Ьх -ь с, начиная с частных случаев: 

1 ) у = ах 2 (Ь = с = 0, аФО); 

2) у = ах 2 + с (Ь = 0, а Ф 0, с Ф 0) ; 
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3) у = ах 2 + Ьх (с = 0, а Ф О, Ъ Ф 0) ; 
и, наконец, полный его вид 

4) у = ах 2 + Ьх + с, когда а, Ь и с не равны нулю. 
Во всех рассмотренных четырех случаях графики 

функций представляют одну и ту же кривую — параболу, 
но только по-разному расположенную относительно ко- 
ординатных осей. 

По графику нам легко проследить за ходом измене- 
ния функции, установить свойства функции. 

Свойства функции у = ах 2 нами были установлены 
аналитически, т. е. по уравнению, до того, как был по- 
строен график, 



Устанавливать аналитически свойства функции у = 
= ах 2 + Ьх + с мы не будем. 

Тем не менее мы можем установить некоторые из 
этих свойств по графику (рис. 29). Этим будет оправ- 
дана целесообразность приведения квадратного трех- 

члена у = ах 2 + Ьх + с к виду у = а I. х + I -| ^ — . 

1) Функция у = ах 2 + Ьх + с определена на всей чис- 
ловой оси, т. е. при любом действительном значении 
аргумента. 

2) При а>0 в промежутке °°, — трехчлен 

монотонно убывает, в промежутке (— + оо| — мо- 

нотонно возрастает. 

3) В точке х= ~~2а т Р ехчлен имеет наименьшее 

Асіс — Ь ^ 

значение (а>0), равное — т — — . 
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4) При а< 0 трехчлен возрастает в промежутке 
(— оо, — и убывает в промежутке •^-,.+ со|, 

достигая в точке х = — своего наибольшего значе- 

4ас Ь ^ 

ния. Это наибольшее значение равно — — — . 

§ 59. Задачи на квадратный трехчлен 


Задача 1. Из всех прямоугольников данного пери- 
метра р ='24 (м) найти тот, который имеет наибольшую 
площадь. 

Пусть х — основание прямоугольника, тогда высота 
равна (12 — х), площадь 

у = х (12 - х) = 12х - х 2 = 36 - (х - 6) 2 . 

Ясно, что при х — 6 имеем наибольшее значение пло- 
щади у — 36, а прямоугольник есть квадрат. 



/ = 5 м. Ферма разделена на восемь равных по ширине 
участков. Подсчитать длины стоек у і, уз и уз- 

Составим уравнение параболы АВ\ оно должно иметь 
вид у = ах 2 + с, где а < 0. Свободный член с = / = 5. 

Координаты точки В : х в = -^ = 20, у в = 0. Зная коор- 
динаты точки В, можно с их помощью определить ко- 
эффициент а: действительно, из 0 = а-20 2 + 5 получаем 

а = — Следовательно, уравнение параболы АВ при- 
нимает вид 

у = ~ш х2 + 5 - 
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Длина стойки уі равна величине ординаты параболы 
при абсциссе = -г- = о, т. е. 

= ~1Г'5 2 + 5» 

Аналогично 

У* = У(Щ= Ю 2 + 5, у 2 = 3,75; 

Уз = У (15) = — • 15 2 + 5, у я кі 2,2.* 

За дача 3. Найти наименьшее значение функции 
у = Ух 2 + х + 1 . 

Квадратный трехчлен, стоящий под знаком радикала, 
достигает наименьшего значения в точке х= — ~\ 

в данном случае а = 1, 6 = 1,-—=--, и наимень- 
шее значение трехчлена х 2 + х + 1 равно 

("~т) +(~т) + 1 =т- 

Наименьшему значению подкоренного выражения соот- 
ветствует наименьшее значение арифметического корня. 

Следовательно, г/ нанм = ** 0,866. 

§ 60. График функции у — — . Построение 
графиков более сложных функций 

Построим график функции У = -~, часто встречаю- 
щейся на практике. 

Установим сначала некоторые свойства этой функции. 

1) Функция определена при всех действительных 
х Ф 0. При х = 0 функция не определена (делить на 
нуль нельзя!). Таким образом, область определения со- 
стоит из двух промежутков: ( — оо, 0) и (0, +оо). 

2) Функция нечетна, так как /(— *) = — /(х). Следо- 
вательно, график ее симметричен относительно начала 
координат. Поэтому достаточно рассмотреть эту функцию 
только для х > 0. 
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3) При х > 0 функция убывает с ростом х. Действи- 
тельно, пусть х 2 > Хі > 0, тогда — < -і~ , т. е. у 2 < Уі. 

х 2 х, 

Составим таблицу значений функции 


X 

• . . 

1 

І6 

і 

8 

1 

■ 4 

1 

2 

1 

2 

4 

8 

16 

. . . 

У 

- . . 

іб 

8 

4 

2 

1 

1 

2 

1 

4 

1 

8 

1 

16 

• • • 


График функции У~\ приведен на рис. 31. Эта кри- 
вая называется равнобочной гиперболой. Она состоит из 




двух ветвей, расположенных в первой и третьей чет- 
вертях. 

Такой же вид имеет и график функции у — — при 

а > 0; если же а < 0 , то мы получаем гиперболу, ветви 
которой расположены во второй и четвертой четвертях. 

В предыдущих параграфах были построены графики 
простейших функций — линейкой функции и квадратного 
трехчлена. Покажем теперь на нескольких примерах, как 
можно построить графики других функций, более слож- 
ных по своему способу задания. 

Пример 1. Построить график функции: у — |х|. 

1) Если х ^ 0, то |х| = х и наша функция у = х, т. е. 
искомый график совпадает с биссектрисой первого коор- 
динатного угла. 
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2) Если х < 0, то |л:| = “-л: и у = ■=- х. При отрица- 
тельных значениях аргумента х график данной функ- 
ции — прямая у = ■ — х, т. е. биссектриса второго коорди- 
натного угла. 

Таким образом, искомый график есть ломаная, соста- 
вленная из двух полупрямых (рис. 32). 

Из сопоставления двух графиков: у = х и у = \х\ 
заключаем, что второй получается из первого зеркаль- 
ным отображением относительно Ох той части первого 
графика, которая лежит под осью абсцисс. Это положе- 
ние вытекает из определения абсолютной величины. 

Пример 2.у—\х — 2\. 

Построим сначала график функции у = х — 2 (рис. 33), 
который пересекает ось абсцисс в точке х = 2. Часть гра- 
фика, лежащую под осью абсцисс, отобразим зеркально 
относительно 'оси Ох, это и будет график у = \х — 2|. 



Нетрудно заметить, что если сдвинуть вдоль оси Ох 
в положительном направлении на 2 единицы график 
у = \ х\, то получим новый график у = \х — 2|. 

Подобным образом график у = \х+ 1| получается из 
графика у = \х\ параллельным переносом его в отрица- 
тельном направлении оси Ох на 1 единицу масштаба 
(рис. 34). 

Пример 3. # = утр 

1) При всех значениях х<0 имеем \х\ = —х, а по- 
тому у — — 1. 

2) При всех х>0 будет у — ^=\. Итак, 



при 

при 


х > О, 
х<0. 
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В точке х = 0 данная функция не определена, так как 
выражение считается неопределенным. График функ- 
ции изображен на рис. 35. 

■Пример 4. у — х-\х\. 

■ Очевидно, что 


У = 


■ х- 
X 2 


при 

при 


х<0, 

х > 0. 


График данной функции представляет собой комби- 
нацию левой половины параболы у = — х 2 с правой по- 
ловиной другой параболы у — 

= х 2 (рис. 36). Под левою по- 
ловиной параболы у— — х 2 мы 
подразумеваем ту ее часть, ко- 
торая соответствует отрица- 
тельным абсциссам. Аналогич- 
но правой половиной параболы 


У 

/ 

X ' 

О 




Рис. 35. 



у — х 2 нами названа та ее часть, которая соответствует 
положительным абсциссам. 

Упражнения 

1 X ^ 

1. Дана функция / ( х ) = 

\ -\- X* 

Найти /(0); /(-1); /(1); ^±). 

! ( 2 ) 
ф(2) 

І(х) = 2.ѵ + 1, ф(х) = х 2 + 4. 

3. Найти область определения каждой из следующих функций: 

0 0--ГТТГ5 2) Ѵ-ѴЯх + Ті 3) У = Ѵ^\ 4) </=' +Д;2 - 


2. Найти величину дроби 


и произведения / ( 1 ) Ф (3) если 


\+х 2 

5) у = V х 2 - 4 ; 6) у 


2х — 3 


1 ,, 1 +х 

! 7) У * — і 


1-х 2 ’ 
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4. Указать, какие из приведенных ниже функций являются чет- 
ными, какие — нечетными, какие — ни теми, ни другими: 

1) у^=х* + \? 2) у = х 1 2 3 + х; 3) Ѵ“ х _} 2 ' у “ ~х 2 - } ' 

5) 6) , = ^; 7 

5. Построить графики следующих функций: 

1)0 = 1^"; 2) у - ; 3) 1; 4 ) у»« х ». 

У 3 + х 2 X + 2 

6. Перенести параболу у = х 2 параллельно самой себе; 1) вверх 
на 1 единицу; 2) вниз на 2 единицы; 3) вверх на 5 единиц. Для 
каждого случая написать новое уравнение параболы. 

7. Как располагается вершина параболы у — х 2 + у на оси ор- 
динат, если; 1) у > 0; 2) ? < 0; 3) = 0? 

8. Произвести сдвиг параболы у = х 2 , вдоль оси абсцисс: 

1) вправо на 4 единицы; 2) влево на 3 единицы. Для каждого слу- 
чая написать новое уравнение параболы. 

-9. Указать, каким перемещением параболы у — х 2 получается 
каждая из кривых: 

1) у=(х- 2) 2 +1; 2) у = (х + I) 2 — 4; 3) у = (х - З) 2 — 4; 
4) У — (х + 4) 2 + 1. 

10. Параболу у — х 2 перенести параллельно самой себе: 

1) на 3 единицы вправо и на 2 единицы вверх-, 

2) на 1 единицу влево и на 3 единицы вверх-, 

3) на 5 единиц вправо и на 4 единицы вниз-, 

4) на 1,5 единицы влево и на 2,5 единицы вниз. 

Написать для каждого из упомянутых четырех случаев новое 
уравнение параболы. 

И. Как надо сместить параболу у — х 2 относительно коорди- 
натных осей, Чтобы новое уравнение параболы было: 

1) у = х 2 — 8х + 7; 2) у = х 2 + Ах + 3; 3) у = х 2 - х + 2-!- ? 

4 

Каковы будут новые координаты вершины параболы в каждом от- 
дельном случае? 

12. Каково взаимное расположение каждой из следующих пар 
парабол: 

1 ) у = Зх г и у = — Зх 2 ; 

2) у = (х-1) 2 иу = -(х- 1 ) 2 ; 

3) у = (х + 2) 2 + 3 и у - — (х + 2) 2 + 3? 

13. Чему должен быть равен коэффициент а, если известно, что 
значение функции у = ах 2 при х = 1 равно 2? 

14. Тот же вопрос при условии, что парабола у = ах 2 должна 
пройти через точку (2; — 4). 

15. Какие значения надо придать коэффициентам а и с в фор- 
муле у — ах 2 + с, выражающей функцию второй степени, чтобы 
график функции проходил через точки 

М (-1; -3) и Р (3; 0)? 

16. При каком значении аргумента х функция у == х 2 — 7х 10 

имеет наименьшее значение? 

17. В какой точке, т. е. при каком значении аргумента х,' функ- 
ция у = —х 2 + 8х + 7 достигает своего наибольшего значения? 


ГЛАВА VII 

КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


§ 61. Связь (зависимость) между 
квадратным трехчленом и квадратным уравнением 

При графическом исследовании квадратного трехчле- 
на мы сознательно не касались одного важного вопроса, 
а именно: при каких значениях аргумента х трехчлен 
обращается в нуль и существуют 
ли, вообще говоря, такие значения 
аргумента? 

В каждом конкретном случае по 
графику функции мы можем отве- 
тить на поставленный вопрос. На- 
пример, функция у = 2х 2 — 5х — 3 
дважды обращается в нуль: при 
I 0 

х = — - и х = 3, что видно из гра- 
фика (рис. 37). Однако такое гра- 
фическое решение вопроса в ряде 
случаев надо признать неполноцен- 
ным, так как, во-первых, построение 
графика отнимают много труда и времени; во-вторых, 
корни трехчлена по графику можно найти лишь прибли- 
женно, поэтому надо искать аналитические способы ре- 
шения поставленной задачи, что, естественно, приводит 
нас к решению уравнения ах 2 + Ьх + с = 0. 



Рис. 37. 


§ 62. Основные понятия и определения 

Определение. Уравнение, в котором левая часть 
есть многочлен второй степени относительно неизвест- 
ного х, а правая часть равна нулю, называется, квадрат- 
ным. 
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Общий вид квадратного уравнения 
ах 2 + Ъх + с = 0. 

Числа а, Ь и с называются коэффициентами квадрат- 
ного уравнения; из них а — первый коэффициент, или 
коэффициент при старшем члене, Ь — второй коэффи- 
циент, или коэффициент при неизвестном в первой сте- 
пени, с — свободный член. 

Число Ха, обращающее квадратный трехчлен ах 2 ' + 
+ Ьх 4- с в нуль, называется корнем трехчлена, а также 
и корнем квадратного, уравнения ах 2 + Ьх + с = 0. 

Например, корни трехчлена у = 2х 2 — 5х — 3 равны 

•Ч — 2 и х% = 3, так как 



и 

у (3) = 2 • З 2 - 5 • 3 - 3 = 0. 

По-другому мы скажем, что квадратное уравнение 
2х 2 — 5х — 3 = 0 имеет два корня: х, = — , дг 2 = 3. 

§ 63. Неполные квадратные уравнения 

1. Типы неполных квадратных уравнений. Если в 
квадратном уравнении общего вида ах 2 + Ьх + с = 0 
один из двух' коэффициентов, Ь или с, равен нулю или 
оба одновременно равны нулю, то квадратное уравнение 
называется неполным. 

Возможны три типа неполных квадратных уравнений: 

1) ах 2 + Ьх = 0 (с = 0, а Ф 0, Ь Ф 0); 

2) ах 2 + с = 0 (Ь = 0, а ф 0, с Ф 0); 

3) ах 2 — 0 {афО, Ь — с — 0). 

2. Решение неполных квадратных уравнений. 1) Урав- 
нение ах 2 + Ьх = 0 решается разложением левой части 
на множители: х(ах + Ь) = 0. Произведение обращается 
в нуль тогда, когда хотя бы один из множителей равен 
нулю; поэтому либо х = 0, либо ах + Ь = 0, откуда х = 

ь 

а 

Итак, неполное квадратное уравнение ах 2 + Ьх = 0 
имеет два корня: Хі — 0, лг 2 = — 
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П р и м е р. 4л: 2 — Зх = 0, лгі = 0, х 2 = . 

2) Уравнение аХ 2 + с — О почленным делением на а 
и переносом свободного чле на в правую часть приводим 

к виду: х 2 = — х = ± і/ — Если коэффициенты 

а и с имеют противоположные знаки, то -^ < 0, а потому 

неизвестное х имеет два действительных значения, про- 
тивоположных по знаку: 


Примеры. 1) 4х 2 — 9 = 0, х х = - т/^-= - 

•^2 = " 2 " • 2) Зх 2 + 5 = 0, х 2 = — . Данное уравнение 

корней не имеет, так как нет такого действительного 
числа х, квадрат которого равен отрицательному числу 

— -д. В таких случаях говорят, что корни мнимые 
'(о мнимых числах см. гл. XV). 

3) йх 2 = 0. Так как а ф 0, то х 2 = 0, х = 0. Говорят, 
что число 0 является двукратным корнем уравнения 
йх 2 = 0 , т. е. Хі = х 2 = 0 . 


§ 64. Приведение полного квадратного уравнения 
к виду (х + т) 2 = п (п^ 0) 

Подобно тому как решалось неполное квадратное 
уравнение ах 2 + с — 0, может быть решено уравнение 
(х + т) 2 = п. 

Извлекая квадратный корень из обеих частей, полу- 
чим х + т — ± У п, откуда 

X] = Ш У п, х 2 = — ш У п • 

Пример 1. (х + З) 2 = 25, х + 3=±5, Хі = —8, 
х 2 = 2. 

Проверка. (— 8 + 3) 2 = 25, (2 + 3) 2 = 25. Оба корня 
удовлетворяют уравнению. Если в данном примере рас- 
крыть скобки и перенести все члены в левую часть, то 
получим полное квадратное уравнение х 2 — 6х — 16 = 0. 

Приемы решения такого уравнения пока нам неиз- 
вестны. Но если мы сумеем его привести к форме (х + 
& т ) 2 = п, то этим и будет найден способ решения. 
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Пример 2. х 2 — 8х •*» 65 = 0. 

Выделим в левой части полный квадрат разности.' 

х 2 -8х + 16- 16 — 65 = 0, 

(х — 4) 2 = 81; дг-4=±9; ^=-5; дг 2 = 13. 

§ 65. Вывод формулы корней приведенного 
квадратного уравнения 

Квадратное уравнение, у которого первый коэффи- 
циент равен I, т. е. уравнение вида х 2 + рх + у = 0, на- 
зывается приведенным. 

Преобразуем левую часть приведенного квадратного 
уравнения: 

Здесь в левую часть уравнения введены в качестве сла- 
гаемых два противоположных числа и — ^ 2 ,что, 

конечно, не изменяет величины левой части. 

После переноса последних двух слагаемых в правую 
.часть имеем: 



Извлекаем квадратный корень из обеих частей, считая, 
что 

(і) 2 -^ 0 ; тог л а х+ і =± Ѵ(і ) 2 -Ч' 

откуда 

*і, 2 =--|±)/і ( т) 2 -<7- 

Это и есть формула, по которой вычисляются корни при- 
веденного квадратного уравнения. Словами ее можно 
выразить так: 

Корни приведенного квадратного уравнения равны 
половине второго коэффициента, взятого с противопо- 
ложным знаком, плюс-минус квадратный корень из квад- 
рата этой половины без свободного члена. 

щ 


Теперь мы можем сразу найти корни всякого приве- 
денного квадратного уравнения. 

Пример. Решить уравнение х 2 — Зл: — 28 = 0. 
Здесь р = =-3, ц = — 28. Поэтому 

*Ь2 = Т±|/ {-(-28), 

з 11 

*і,2 = -2- ± ~2> Х\= — 4, х 2 =7. 


§ 66. Общая формула корней квадратного уравнения 


Если требуется найти корни квадратного уравнения 
общего вида ах 2 + Ьх + с — 0, то после деления всех 
членов на а (а ФО) оно перейдет в приведенное: 

* 2+ {* + А= 0. 

а а 

Тогда 



или 

V = _ А + і/ Ь г -4ас 
* 1,2 2 а ± V 4 а 2 » 


*1, 2 — 


— Ь ± V Ь 2 — 4 ас 

2а 


Корни квадратного уравнения общего вида равны дро- 
би, знаменатель которой равен удвоенному первому 
коэффициенту, а числитель равен второму коэффициенту , 
взятому с противоположным знаком, плюс-минус квад- 
ратный корень из квадрата этого коэффициента без 
учетверенного произведения первого коэффициента на 
свободный член. 

Пример 1. 4я 2 — 5я — 6 = 0 (а = 4, Ь = ^5, 

с = —6) ; 

5 ± У 5 2 — 4 (— 6 ) 4 

х и 2 § » 


Хи 2 


5+11 

8 • 



лг 2 = 2. 


Если второй коэффициент Ь — 2т, то формула корней 
может быть упрощена; в этом случае имеем: 

— 2т + 'У 4 т 2 — 4 ас — 2т ± 2 У т 2 — ас 

2 “ 2 а ~ ' 2 а » 


или 


— т ±У гп 2 — ас 


Пример 2. 5х 2 — 8л: — 4 = 0. 


4 ± /16 + 4-5 

х 1,2 г 



§ 67. Свойства корней квадратного уравнения 

Между корнями квадратного уравнения и его коэф- 
фициентами существует зависимость, выражаемая сле- 
дующей теоремой. 

Теорема. Сумма корней приведенного квадратного 
уравнения равна второму коэффициенту, взятому с про- 
тивоположным знаком, а произведение корней равно 
свободному члену. 

Доказательство. По формуле корней приведен- 
ного квадратного уравнения имеем: 



Складывая почленно эти два равенства, получим; 

Хі + х 2 = — р. 


Перемножая почленно те же равенства, получим 



(произведение разности двух чисел на их сумму), 



Хі-х 2 = < 7 , 


что и требовалось доказать. 
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Справедлива и обратная теорема. Если сумма 
двух неизвестных чисел равна р, а их произведение рав- 
но <7, то искомые числа являются корнями квадратного 
уравнения 

х 2 - рх + <7 = 0 . (1) 

Доказательство. Если пг и п — неизвестные 
числа, то по условию теоремы имеем: 

т + п = р, \ 

т • п — <7. I ^ 

На основании равенств (2) уравнение (1) принимает вид 
х 2 ~{т + п)х + тп = 0. (3) 

Подстановка в уравнение (3) на место х числа т дает 

т 2 — (т + п) т + тп = 0 
или 

0 = 0. 

Подобным образом убеждаемся, что число п также есть 
корень уравнения (3), и этим справедливость обратной 
теоремы доказана. 

Следствие. Для квадратного уравнения общего 
вида ах 2 + Ьх + с — 0, после его приведения к виду л: 2 + 

, ь , с п 
т — х + — = 0, имеем 

Х \ + х 2 — х \ * х 2 ~ ~ • 

Если заданы корни квадратного уравнения, то можно 
составить и само уравнение, опираясь на доказанную 
нами обратную теорему. 

Пример 1. Составить квадратное уравнение, корни 
которого равны: Х\ = — 3, Хг — б. Вычисляем сумму и 
произведение корней: х у + х 2 = 2, хух 2 = — 15. 

Искомое уравнение: х 2 — 2х— 15 = 0. 

Пример 2. *, = 3 — /2 , * 2 = 3+ \/~2. 

Находим: х, + х 2 = 6, ху-х 2 = 7. 

Искомое уравнение: х 2 =- 6х + 7 = 0. 
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§ 68. Разложение квадратного трехчлена на множители 

Пользуясь свойствами корней квадратного уравнения, 
можно всякий трехчлен с действительными корнями раз- 
ложить на множители: 

ах 2 + Ъх + с — а (х 2 + — х + — ) = 

= а [х 2 — (*! + х 2 ) х + х г х 2 ] = а [(х 2 — *,х) — {х 2 х — дг,лг 2 )] = 

= а [х (х — х { ) — х 2 (х~ л:,)] = а(х — *,) {х — х 2 ). 

Пример. 2х 2 + 5х — 3 = 2 (л: + 3) [х — у) . 

Корни трехчлена: дг, = — 3, х 2 = -^. 

§ 69. Исследование корней квадратного уравнения 

При решении квадратных уравнений с числовыми ко- 
эффициентами в некоторых случаях получаются два 
действительных и различных между собой корня, в дру- 
гих — два равных действительных корня, а в иных — 
два мнимых корня. 

Естественно возникают такие вопросы: 1) от чего 
зависит характер корней квадратного уравнения? 2) нель- 
зя ли заранее сказать, не решая самого уравнения, бу- 
дет ли оно иметь действительные корни, и если да, то 
положительны они или отрицательны? 

Ответы на поставленные вопросы и составляют то, 
что принято называть исследованием корней квад- 
ратного уравнения. 

В этом исследовании важную роль играет выражение 
В = Ь 2 — 4ас, называемое дискриминантом квадратного 
уравнения. 

Возможны следующие три случая. 

Случай 1. а > О, И > 0. 

Если дискриминант — положительное число, то квад- 
ратное уравнение имеет два де йствитель ных и различных 
корня, так как выражение ± У Ь 2 — 4ас представляет со- 
бой два противоположных числа, причем ни одно из них 
не равно нулю; следовательно, дроби 

-Ь-Ѵо .. -Ь + ѴЪ 

2а И 2а 

имеют разные числители при одинаковых знаменателях. 
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Относительно знаков у коэффициентов бис можно 
сделать следующие четыре предположения: 

1) КО, ОО. 

Если свободный член положителен, то оба корня 
одинаковы по знаку, так как х ѵ х 2 = > 0. Сумма кор- 

ней х 1 + х 2 = — ~->0 и потому оба корня положи- 
тельны. 

2) 6 > 0, с>0. 

Оба корня одинаковы по знаку и оба отрицательны, 

так как знак суммы корней противоположен знаку коэф- 
фициента ~>о. 

3) “ 6 < 0, с < 0. 

Корни противоположны по знаку, так как их произ- 
ведение отрицательно: х^ 2 = ~<0. Больший по абсо- 
лютной величине корень положителен, ибо 

Х[ + х 2 — -~>0. 

,4) Ь>0, с<0. 

Корни противоположны по знаку. Больший по абсо- 
лютной величине корень отрицателен. 

Случай 2. а > 0, 0 = 0. 

Оба корня действительны и одинаковы: х { — х 2 = 
= — -^-,как это следует из формулы корней квадрат- 
ного уравнения. При Ь > 0 оба корня отрицательны, при 
Ь < 0 оба корня положительны. 

Случай 3. а > 0, О <0. 

Квадратное уравнение действительных корней не имеет, 
так как квадратный корень из отрицательного числа )/Ъ 
есть мнимое число. Такие случаи нами пока рассматри- 
ваться не будут (см. гл. XV). 

Примечание. Если а <0, то, помножив обе части 
уравнения на —1, получим уравнение с положительным 
коэффициентом при х 2 . 
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Результаты исследования истолкованы геометрически 
на графике квадратного трехчлена (рис. 38): в случае ! 
парабола пересекает ось абсцисс в двух точках хц и х 2 
(хі и'Хг — корни трехчлена и в то же время корни квад- 
ратного уравнения); в случае 2 парабола касается оси 



абсцисс (два корня сливаются в один) и в случае 3 па- 
рабола не пересекает ось Ох (корни мнимые). 


§ 70. Решение задач, основанных на свойствах корней 
квадратного уравнения 


Задача 1. Дано квадратное уравнение ах 2 + Ьх + 
+ с = 0. Составить новое квадратное уравнение, корни 
которого обратны корням данного уравнения. 

Обозначим корни нового уравнения через аир, тогда 

а = -^-, р = у-, где Хі и х 2 — корни данного уравнения. 
Найдем сумму и произведение новых корней: 


а + Р-Д7 + ^Г 


X 1 + х 2 
х,х 2 ’ 


а • р = 


х х х г 


Но так как Хі + х 2 = — х х 


с 


а + р 




то 



а а 

Зная сумму и произведение корней, составляем само 
уравнение лг 2 + -^-лгЧ — ^- = 0, или сх 2 + Ьх + а = 0. 

Таким образом, если поменять местами крайние ко- 
эффициенты квадратного уравнения, то корни нового 
уравнения будут обратны корням первоначального. 
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Зад а ч а 2. Дано уравнение 2л: 2 + тх + 30 = 0. При 
каком значении т отношение корней 3— = -|-? 

По свойству корней квадратного уравнения и по 
•условию задачи имеем: 

Х\ +х 2 = — 
х, • х, = 15, 

I, Х г 5 * 

Исключив из этой системы неизвестные х і и х 2 , най- 
дем т. Именно, найдя из третьего уравнения х 1 = -^-х 2 
и подставив в первые два, получим: 



I А ѵ2 _ 1 5 

|. 5 Х 2 10 > 

откуда лг 2 = ±5, -|(± 5) = — -у , , и = ± 16. 

задача 3. Найти сумму квадратов и сумму кубов 
корней Квадратного уравнения ах 2 + Ьх + с = 0, не на- 
ходя самих корней Хі и х 2 . 

1) Сумма квадратов х 2 + х 2 = (х. + хЛ 2 - 2х,х, =• 

= (-±\ 2 _о 2с Ь 2 — 2ас 

а ) а а 2 а а 2 ' ' ^ 

2) Сумму кубов корней можно представить следую-, 
щим образом: 


х] + х\ = (х { + л; 2 ) 3 - Зх { х 2 (*, + х 2 ), 



§ 71. Задачи на квадратные уравнения 


Задача 1. По сторонам прямого угла равномерно 
движутся два тела А и В по направлению к вершине 
прямого угла. 

Скорость тела А в два раза больше скорости тела В. 
.Через 10 сек расстояние между А и В равно 130 м. Найти 

5 Р. А. Калниа 
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скорость каждого тела, если в момент начала движе- 
ния тело А находилось на расстоянии 270 м от вершины 
прямого угла, тело В — на расстоянии 125 м (рис. 39). 

Пусть скорость тела А равна 2х м/сек, скорость 
тела В равна х м/сек. Тогда по истечении 10 сек расстоя- 
ние тела А от вершины равно (270 — 20л:) м, а расстоя- 
ние тела В от вершины равно (125 — 10х) м. 

По условию задачи должно быть 


(270 — 20л:) 2 -Ь ( 1 25 — 10*)*= 130*. 

Раскрывая скобки, перенося все члены в левую часть, 
I получим квадратное уравне- 



ние 
20л: 2 - 


• 532л: + 2865 = 0. 


Рис. 39. 


Его корни х\ = 7,5; х 2 = 
= 19,1. 

Таким образом, скорость 
тела В равна или 7,5 м/сек, 
или 19,1 м/сек, скорость 
тела А равна соответст- 
венно или 15 м/сек, или 
38,2 м/сек. 

В первом случае оба те- 
ла не дошли до вершины: 
А находится на расстоянии 270— 150 = 120 м, В нахо- 
дится на расстоянии 125 — 75 = 50 м. 

Так как 120 2 + 50 2 = 130 2 , то полученный ответ удо- 
влетворяет условиям задачи. 

Второй ответ не удовлетворяет условиям задачи 
в строгом смысле слова, так как через 10 сек пройден- 
ный каждым телом путь будет уже больше расстояния 
до вершины и тела будут находиться не на сторонах пря- 
мого угла, а на их продолжениях за вершину. Для при- 
нятия второго ответа надо изменить условия задачи: 
вместо фразы «по сторонам прямого уРла движутся два 
тела» следует сказать «по взаимно перпендикулярным 
прямым движутся два тела», и тогда оба ответа будут 
удовлетворять условиям задачи. 

Задача 2 (историческая, принадлежит Эйлеру). 
Две крестьянки принесли на рынок вместе 100 яиц; из 
них одна имела больше яиц, чем другая, но обе выру- 
чили от продажи одинаковые суммы денег. Одна из них 
сказала другой: «Будь у меня твои яйца, я выручила бы 
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15 крейцеров». Вторая ответила: «А будь у меня твои 

2 

яйца, я выручила бы за них 6 у крейцера». Сколько яиц 

было у каждой крестьянки? 

Предположим, что у первой крестьянки было х яиц, 
тогда у второй было 100 — х. Если бы первая имела 
столько яиц, сколько вторая, т. е. 100 — х, то она выручи- 
ла бы 15 крейцеров; следовательно, первая продавала 
15 

каждое яйцо по -щ — — крейцера, вторая крестьянка 


продавала каждое яйцо по цене 


б 4 


20 


Зх 


. Таким обра- 
15 

зом, первая крестьянка за свои х яиц выручила х - ^5 - — > 

20 

вторая выручила (100 — 

По условию задачи выручки Одинаковы. Отсюда 
имеем уравнение = 20 ~ Х ' 1 . После сокраще- 

ния и освобождения от дробных членов получим: 


Зг (ЮО -И 


100 — д: 


Зх 


; 9л: 2 = 4 (100 -х) 2 ; Зх = ± 2 (100 - л:)} 


лг х = 40; х 2 = — 200 (не годен). 


Итак, первая крестьянка имела 40, вторая 60 яиц. 

Задача 3. Двое рабочих А \\ В взялись выполнить 
некоторую работу за 16 дней. После четырехдневной со- 
вместной работы А перешел на другую работу, вслед- 
ствие чего В один окончил оставшуюся часть работы 
в срок, на 12 дней больший того, в течение которого А 
один может выполнить всю работу. 

За сколько дней каждый рабочий в отдельности мо- 
жет выполнить всю работу? 

Предположим, что А может выполнить всю работу 
за х дней, тогда за один рабочий день он должен выпол- 
нить у часть всей работы. 


При совместной работе А и В в день они выполняют 
гг- часть всей работы; следовательно, на долю В прихо- 

\ 16 


дится в день 


часть всей работы. С другой сто- 

* 3 3 

роны, В должен выполнить в день : (х + 12) = - ^ у + [2 у 


5 * 
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часть всеп работы, так как за 4 дня пх совместной ра- 
боты была выполнена ~ всей работы; следовательно, 

осталось на долю В выполнить -| всей работы за (х + 12; 
дней. 


Отсюда имеем уравнение — = 

I (л ѵ* 


Левая 


16 х 4(л:+12) 
и правая части уравнения выражают одну и ту же ве- 
личину — дневную норму рабочего В. 

Решая это уравнение, находим х = 24 (второй корень 
х — 8 не удовлетворяет условию Задачи). 

Рабочий В выполняет в день — ~ = часть 

всей работы; следовательно, всю работу он выполняет 
за 48 дней. 


§ 72. Биквадратное уравнение 

Определение. Уравнение четвертой степени, со- 
держащее только четные степени неизвестного, назы- 
вается биквадратным. Общий вид такого уравнения 

ах 4 + Ьх 2 + с = 0 (а Ф 0). 

Решение такого уравнения сводится к решению двух 
квадратных уравнений, о чем говорит само название 
(биквадратное означает «двойное квадратное»). 

Отметим, что если биквадратное уравнение имеет ко- 
рень хо, то' оно имеет также и корень — х 0 , т. е. корни 
биквадратного уравнения попарно противоположны. 

В самом деле, если Хо есть корень, то подстановка 
в уравнение на место х числа Хо дает справедливое ра- 
венство 

ах 4 0 + Ьх*+с = 0, ( 1 ) 

но тогда справедливо и другое равенство: 

а (~ х и У + Ь(- х 0 ) 2 + с = 0, ( 2 ) 

так как левые части у равенств (1) и (2) одинаковы. 

Ітобы решить биквадратное уравнение, введем вспо- 
могательное неизвестное г, полагая г = х 2 , г 2 = х\ Тогда 
уравнение примет вид 

аг 2 + Ъг + с = 0. 
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Это — квадратное уравнение относительно вспомогатель- 
ного неизвестного г, и его корни • 

„ _ - Ь - Ѵь 2 - 4а с < . - Ь + У"Ѵ - Аас 

2а ■ ' 2 2 = 2а 


Но 2 і = X 2 И 2 2 = х 2 , откуда 

.. .... ... і/ -Ь-ѴЬ>-4ас 

Хі > 2 ~ ± У 2а~ 

, -і / — Ь + \ Г Ь 2 — \ас 
3, 4 = ± У ~ 


*з, 


2 а 


Таким образом, биквадратное уравнение ’ имеет четыре 
корня, причем корни Хі и х 2 , х 3 и х 4 попарно противопо- 
ложны, т. е. сумма каждой пары корней равна нулю, а 
потому и сумма всех четырех корней равна нулю. 

Эти формулы можно объединить в одну! 


. т /" — 6 ± Ѵъ 

^.2,3,4- ± V 2о~ 


Ь 2 — 4ас 


Пример. 2х і — Юл: 2 + 9 = 0; 
г = л: 2 , 


= ѵ2 2г 2 — Юг + 9 = 0, 


9; 


М, 2 


«1— §■* 2 2 
= ± і/'-гГ) *з,4 


± 3 *. 


§ 73. Исследование корней биквадратного уравнения 

Характер корней биквадратного уравнения 

ах* + Ьх 2 + с = 0 (I) 

зависит от того, каковы корни вспомогательного квадратного урав- 
нения 

аг 2 + Ьг + с = 0. (2) 

1. Предположим, что а > 0 и дискриминант уравнения (2) по- 
ложителен: О = Ь 2 — 4 ас > 0. Тогда при с > 0 и Ь < 0 оба корня 
положительны: г\~> 0 и г 2 > 0, и биквадратное уравнение (1) имеет 
четыре действительных корня, так как 

*1,1-± ѴХ. Ха, 4=±Ѵ / 2Г. 

2. Если а > О, П > 0, с > 0 и 6 > 0. то г ѵ < 0, г- 2 < 0. Все че- 
тыре корня биквадратного уравнения мнимы. 
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3. При а > О, О > 0, с < 0 квадратное уравнение (2) имеет один 
корень положительный, другой — отрицательный, г\ < 0 и гг > О, 
поэтому одна пара корней х 3 и х 4 — действительная, другая ди и 
*2 — мнимая. 1 


§ 74. Уравнения, приводящиеся к квадратным 

При решении биквадратного уравнения мы приме- 
нили подстановку г — х 2 , которая помогла снизить сте- 
пень данного уравнения и свести его к квадратному 
уравнению. 

К подстановкам прибегают и в других случаях, когда 
необходимо неизвестные типы уравнений или системы 
уравнений свести к уже известным типам уравнений или 
систем. 

' Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. 2$ г х*-Зху /Г ^- = 20. 

Если внести под знак радикала множитель х, то 
2)^- 3|^~20 = 0. 

Пусть 1 = Ѵх 2 , 1 2 = Ух*. Тогда уравнение запишется 
в виде 

2і 2 — 3/ — 20 = 0. 

Находим его корни: 

, 3 ± / 9+160 

‘ 1,2 4 ~ > 

>і = 4, / 2 =-|. 

Отсюда А = 64 = х 2 , х= ± 8. 

Второе значение /= — отбрасываем, так как 
.число положительное, что следует из равенства і = Ух 2 , 
Пример 2. ■ ) + Х х + х г = 6 — х — х 2 . 

Правую часть уравнения можно представить в виде 
7 — (1 + х + х 2 ). 

Пусть і = 1 + л: + х 2 , тогда ~- 7 
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Решая это квадратное уравнение относительно I, по- 
лучим: 1\ = 2; І 2 = 5. Возвращаясь к неизвестному х, по- 
лучим два квадратных уравнения: 


1 ) х 2 + х + 1 = 2; 2) х 2 + х + 1 =_5. 

^ -1 ±Ѵъ -1 ±Ѵ\7 

Решая их, находим: х Ь2 = , х 3>4 = г, • 

Таким образом, все четыре корня уравнения оказа- 
лись иррациональными. 

Пример 3. Найти действительные корни уравнения 


Ух 2 + Зх + 6 — Зх = х 2 + 4. 

Уравнение можно переписать в виде 
. Ух 2 -Т Зх -Т 6 = х 2 -Ь Зх -Тб — 2. 

Пусть 

і = Ух 2 + Зх + 6; і 2 = х 2 + Зх + 6, 

Исходное уравнение принимает вид 
і 2 — / — 2 = 0 . 

Положительный корень этого уравнения і — 2. 

Другой корень і = — 1 отбрасываем, так как і -=^- 
арифметическое значение радикала. Таким образом, 

• 2 = Ух 2 + Зх + 6. 


Возводя обе части в квадрат, получим квадратное урав- 
нение х 2 + Зх + 2 = 0, корни которого Х\ = — 2, Хг = — \, 
Проверка показывает, что оба корня удовлетворяют 
уравнению. 

Пример 4. Решить уравнение 


Это уравнение равносильно двум квадратным урав- 
нениям 


9-х 2 


7 * 

22 



И X 2 




решив которые, можно найти все корни данного ура в* 
нения. 

Однако мы будем решать его графическим методом. 
Для этого перепишем уравнение в виде 


9 — х 2 1 = — + — 

У XI 22 ' 11' 
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Наша задача сводится теперь к нахождению таких 
значений аргумента х, при которых две функции у = 

= |9 — х 2 | и у=~±-\-®- делаются численно равными. 

Очевидно, что такие значения аргумента х являются 
абсциссами точек пересечения графиков этих двух 
функций. . / 

График функции г/і=|9 — х 2 | можно получить из 
графика у = 9 х 2 , отобразив зеркально относительно 

оси их ту его часть, которая лежит под осью абсцисс. 
(Часть графика у = 9 — х 2 , лежащая над осью Ох, оста- 
ется без изменения). 

Прямая у = ~ 4--^- пересекает первый график в че- 
тырех точках, абсциссы которых прочитываем по рис. 40. 



Таким образом, данное уравнение имеет четыпе 
корня: р 

х ‘ “-3,5; х 2 ~ -2,3; х 3 = 2; х 4 ~ 3,8. 

Рассмотренный нами конкретный пример поучителен 
в том отношении, что показывает некоторые преимуще- 
ства графического решения перед аналитическим. Пре- 
жде всего видим, что уравнение имеет четыре корня 
о чем догадаться без графика было бы трудно. -Далее! 
нужно проделать довольно большую вычислительную 
работу, чтобы найти эти корни непосредственно (про- 
верьте сами). Правда, при графическом способе реше- 
ния уравнения в большинстве случаев мы находим толь- 
ко приближенные значения корней; в редких, специально 

подобранных примерах можно найти и точные значения 
корней. 
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§ 75 Решение уравнений степени выше второй 
разложением левой части на множители 

Если после переноса всех членов уравнения в левую 
часть получается многочлен относительно неизвестного х, 
разложимый на множители, каждый из которых не выше 
второй степени, то решение такого уравнения не пред- 
ставляет трудности. 

Пример 1. Решить уравнение х 3 — Зх 2 — х + 3 = 0. 
Это — уравнение третьей степени, левая часть его спо- 
собом группировки разлагается на множители: 

л -3 — Зх 2 — х + 3 = х 2 (х — 3) — (х — 3) = (х — 3) (х 2 — 1). 

Уравнение принимает, вид 

(х — 3)(х 2 -1) = 0. 

Произведение обращается в нуль тогда, когда хотя 
бы один из множителей равен нулю; следовательно, либо 


х 3 = 0, х — 3, 

либо 

х 2 — 1 =0, х — ± 1 . 

Всего имеем три корня: х { = — 1, х 2 = 1, х 3 = 3. 
Пример 2. Найти все корни уравнения 

х 4 + Ах + 4 = х 3 + 5х 2 . 

Данное уравнение есть уравнение четвертой степени. 
После переноса всех членов в левую часть получим: 


х 4 — х 3 — 5х 2 + Ах + 4 = 0. 

Член — 5х 2 разложим на два слагаемых: ■ — 5х 2 =» 
~ — х 2 —4х 2 ; тогда имеем: 

х^ — х 3 — х 2 — 4х 2 + Ах +4 = 0. 


Образуем две группы членов по три члена в каждой! 
л- 4 — х 3 — х 2 — (4х 2 — 4х — 4) = 0, 
х 2 (х 2 х 1 ) 4 (х 2 — х — 1 ) = 0, 

(х 2 — 4) (х 2 — х — 1 ) = 0. 


Приравнивая каждый из двух множителей нулю и рас* 
полагая корни в порядке их возрастания, получим: 

ѵ-2 Л — О ^ і- о. о\ .л .. , п I ± V 5 . 


1) л: 2 -4 = 0, х = ± 2; 2) х 

1-/5 


х, = - 2, х 2 = 


Уг 


х — 1 = 0, х = 
1+/5 


2 


Ха = 2. 
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Примечание. Разумеется, левую часть не всякого 
уравнения четвертой степени удается так легко разло- 
жить на множители; однако когда такое разложение 
выполняется без особого труда, его удобно применять. 


§ 76. Неравенства второй степени 


После того как мы изучили способы решения квад- 
ратных уравнений, ознакомимся с тем,' как решаются 
неравенства второй степени. Оба эти вопроса тесно свя- 
заны между собой, что выяснится в дальнейшем. 

Предварительно рассмотрим задачу, которая приве- 
дет нас к простейшему неравенству второй степени. 

Задача. Парашютист делает затяжной прыжок, 
находясь на высоте 9000 м. Сколько секунд может 
длиться свободное падение, если парашют должен рас- 
крыться на высоте не меньшей, чем 500 м, в противном 
случае создается опасность для его жизни. (Сопроти- 
влением воздуха пренебречь.) 

По смыслу задачи путь 5, пройденный парашюти- 
стом при свободном падении, должен быть меньше или 


в крайнем случае равен 8500 м, 3 < 8500 м, или 
^ 8500. Умножая обе части неравенства на положитель- 
ное число —у получим: 


х 2 С- 






8 


17 000 
9,8 


17 000 
9,8 ’ 

х<!42 (сек). 


Определение. Неравенства вида ах 2 + Ьх + с > 0 
и ах 2 + Ьх + с < 0 называются неравенствами второй 
степени, или квадратными (в строгом смысле слова). 

Если к знакам > или < присоединим еще и знак ра- 
венства, то получим нестрогое неравенство второй сте- 
пени. 


Решение задачи привело нас к частному случаю не- 
строгого неравенства вида ах 2 + Ьх + с < 0, где а = Д ; 
6 = 0; с = —8500. 

Для успешного решения неравенств второй степени 
нужно отчетливо и твердо усвоить, как изменяется знак 
квадратного трехчлена ах 2 + Ьх + с, представляющего 
левую часть неравенства (правая часть равна нулю). 
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§ 77. Исследование знака квадратного трехчлена 

Проследим за тем, как изменяется знак трехчлена 
ах 2 + Ьх + с, когда аргумент х принимает любое дей- 
ствительное значение. Для наглядности и простоты 
исследования воспользуемся рис. 38 из § 69. 

Случай 1. Пусть а > 0 и Б = Ь 2 ^- 4ас > 0. Тогда 
трехчлен имеет два действительных и различных корня 
Х[ и х 2 и график трехчлена, т. е. парабола у = ах 2 + Ьх +; 
+ с, в точках х, и х 2 пересекает ось абсцисс (рис. 38, а).' 

По графику устанавливаем, что если х < х 1 или х > х 2і 
то У — ах 2 + Ьх + с > 0. Если же х принимает значения 
из промежутка (х и х 2 ), то у = ах 2 + Ьх + с < 0. 

Примечание. Если а < 0 и И = Ь 2 — 4ас> 0, то, 
наоборот, ах 2 + Ьх + с < 0 при х <. Х\ и при х>х 2 , и 
ах 2 + Ьх + с > 0 при значениях х из промежутка (х и х 2 ) 
(см. рис. 38, а — пунктир) . 

Итак, если квадратный трехчлен имеет два действи- 
тельных и различных корня Хі и х 2 (х 2 > х 4 ) , то при всех 
значениях х вне промежутка (х и х 2 ) знак трехчлена со- 
впадает со знаком первого коэффициента а\ при всяком 
х из промежутка (Хі, х 2 ) знак трехчлена противополо- 
жен знаку коэффициента а. 

Случай 2. Пусть а > 0, Д = Ь 2 — 4ас = 0. 

Корни трехчлена одинаковы: х 1 =х 2 =—-^. Пара^ 
бола у = ах 2 + Ьх + с касается своей вершиной оси абс- 
цисс в точке х = — ~ (рис. 38, б) , при всяком х Ф — 

ее ординаты положительны, т. е. ах 2 + Ьх + с > 0. 

Примечание. При а< 0 и /) = 0 парабола у =» 
= ах 2 + Ьх + с касается оси абсцисс снизу и при всяком 

х ^ ^ ординаты параболы отрицательны, т. е. ах 2 +| 

+ Ьх + с < 0. 

Итак, если корни трехчлена действительны и р г авны 

между собой (х, = х 2 = — , то при любом х ф — 

знак трехчлена совпадает со знаком первого коэффи- 
циента а. 

Сличай 3. Предположим, что а> 0 и Д = 
= 6‘- — 4ас< 0. Тогда трехчлен не имеет действительных 
корней и парабола • у = ах 2 + Ьх + с не пересекает ось 
абсцисс — она вся расположена над осью Ох (рис. 38, в). 
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Все ординаты параболы положительны, или ах 2 + Ъх V 
+ с > 0 при -всяком х. 

При а < 0 и И < 0 парабола у = ах 2 + Ьх + с вся 
расположена под осью абсцисс, т. е. все ее ординаты от- 
рицательны. 

Итак, если квадратный трехчлен не имеет действи- 
тельных корней, то при любом действительном значении 
аргумента х знак трехчлена совпадает со знаком коэф- 
фициента а, т. е. при а>0 трехчлен, положителен при 
любом х, при а < 0 трехчлен отрицателен при любом х. 


§ 78. Решение неравенств второй степени 


Пример 1. Решить неравенство 2х 2 — Ъх — 3 > 0. 
Находим корни трехчлена: 2х 2 — 5х — 3 = 0; 

Х\— 7Г > х 2 — 3. 

Имеем два действительных и различных корня, причем 
первый коэффициент а = 2 > 0. Согласно результатам 
предыдущего параграфа решением данного неравенства 

будет всякое такое число х, что х < — у или. л: > 3. 

График функции у = 2х 2 — Ъх — 3 
показан на риС. 41. 

Пример 2. Решить неравен- 
ство 

5л' 2 — 8х + 3 < 2х 2 + 4х + 5. 
Перенесем члены из правой части 
в левую: Зх 2 — 12х — 2 < 0. На- 
ходим корни трехчлена: 

Зх 2 — 12 л : — 2 = 0 ; 

6 ± 36 + 6 

х и 2 - “ з . _ 

6 - /42 . 6 + /42 

X, з - - з . 

Трехчлен с положительным первым коэффициентом 
и различными действительными корнями отрицателен 

при всяком ^.заключенном между корнями, т. е.- 6 - ~ 3 ^ — < 
6 + /42 



< х< 
зан на рис. 42. 


График функции у = Зх 2 — 12л: — 2 пока- 
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Пример 3. Решить неравенство 
5* 2 — 8* + 20 < 0. 

Так как ‘дискриминант трехчлена И = Ъ 2 — 4ас = 
= 64 — 400 < 0', то трехчлен при любом х сохраняет знак 




первого коэффициента а, т. е. в нашем случае положите- 
лен, а потому данное неравенство решений не имеет. 
График функции у = 5х 2 — 8х + 20 показан на рис. 43. 

§ 79. Теоремы о равносильности уравнений 

Теорема 1. Если к обеим частям уравнения приба- 
вим одно и то же число или один и тот же многочлен, 
то новое уравнение равносильно исходному. 
Доказательство. Пусть имеем уравнение 

/(*) = ф(*). (1) 

Требуется доказать, что новое уравнение 

}{х) + р{х) = у{х) + р{х), (2) 

* 

полученное из уравнения (1) прибавлением к обеим ча- 
стям по многочлену р(х), равносильно исходному урав- 
нению (1). 

Пусть число х 0 есть корень уравнения (1), тогда 
имеем числовое равенство 

/ (*о) = Ф М- 


( 3 ) 
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Если к обеим частям равенства (3) прибавим по числу 
р(х о), то получим справедливое равенство: 

}(х 0 ) + р{х 0 )= <р(х 0 )+ р{х 0 ). (4) 

Равенство (4) означает, что число х 0 есть также корень 
уравнения (2). Этими рассуждениями мы показали, что 
всякий корень уравнения (1) есть также корень урав- 
нения (2). 

Докажем и обратное: всякий корень уравнения (2) 
является также корнем уравнения (1). 

Пусть число х 0 есть корень уравнения (2). Тогда под- 
становка в уравнение (2) на место х числа Хо приводит 
к числовому равенству: 

! (*о) + Р (*о) = Ф («о) + Р (*о) • 

Но от равных чисел можно отнять по равному числу 
(в данном случае по р(х 0 )), получим равенство }(хо) = 
= ф(*о), которое означает, что число х 0 есть корень 
уравнения (1), и этим доказательство равносильности 
-уравнений (1) и (2) завершено. 

Теорема 2. Если обе части уравнения 

/(х)-ф(х) (1) 

умножим на одно и то оке число А (А Ф 0) , то новое 
уравнение 

АЦх) = Ач(х) . (2) 

равносильно исходному уравнению (1). 

Доказательство. Предположим; что число х.\ 
есть корень уравнения (1). Тогда имеем числовое равен- 
ство І(хі) = ф(*і). Как известно, равные . числа можно 
умножить на одно и то же отличное от нуля число, в ре- 
зультате также получим равные числа, т„ е. АЦх і) = 
= Лф(д: 1 ), и таким образом, число х х есть также корень 
уравнения (2). 

Обратно, пусть число Х\ есть корень уравнения (2). 
Тогда подстановка его в уравнение (2) дает числовое то- 
ждество А[(хі) = Лф(л:і) , где Аф 0. Но равные числа 
можно делить на одно и то же число А; выполнив деле- 
ние предыдущего равенства на А, получим Цх\) = ф(хі); 
это равенство означает, что число Х\ есть также корень 
уравнения (1). Справедливость теоремы 2 этим дока- 
- зана. 
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Примечание. В теореме I говорилось о прибавле- 
нии к обеим частям уравнения одного и того же много- 
члена, но не произвольной функции. Дело в том, что мно- 
гочлен определен на всей числовой оси, а потому р{а) 
есть действительное число при всяком действительном а. 
Например, если р(х) = 2х 3 — 4х + 3, то р( 1 ) = 2 - 1 3 — 
■ — 4-1 + 3= 1, р(а) = 2 а 3 — 4а + 3 и т. д. 

Если эту оговорку не делать, то теорема 1 может ока- 
заться несправедливой, как это видно из следующего 
примера. 

Пусть имеем исходное уравнение 2х + 3 = х 2 — 12. 
Это уравнение имеет корень х = 5, что легко проверить. 

Прибавив к обеим частям дробную функцию — полу- 

X “ о 


чим новое уравнение 2х + 3 + х _ 5 =;х 2 — 12 + _ 5 , 

для которого число 5 уже не является корнем, так как 
подстановка его в левую и правую части уравнения ли- 
шает каждую из этих частей определенного смысла. Дей- 
ствительно, в равенстве 


. а 2 - 6 + 3+ Д5= 52 - 1 2+ТІ5 

дробь -р- смысла не имеет, а потому и вся левая, а так- 
же правая части смысла не имеют, что говорит о нерав-. 
носильности этих двух уравнений. 


§ 80. Потерянные и посторонние корни 

В двух теоремах § 79 говорится о том, какие действия 
над уравнениями не нарушают их равносильности. Рас- 
смотрим теперь такие операции над уравнениями, кото- 
рые могут привести к новому уравнению, неравносиль- 
ному исходному уравнению. Вместо общих рассуждений 
ограничимся рассмотрением конкретных примеров. 

Пример 1. Уравнение Злг (лс — 1) = 5(ле — 1) после 
раскрытия скобок и переноса всех членов в левую часть 
может быть решено по формуле полного квадратного 
уравнения или разложением левой части на множители; 

корни будут: Х\ = 1; дг 2 = -|-.Если сократить обе части 

уравнения на общий множитель (х — I), то получится 
уравнение Зх = 5, которое неравносильно первоначалъ 

ному, так как имеет всего один корень х = -|-. 

О 
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Следовательно, сокращение обеих частей уравнения 
на множитель, содержащий неизвестное, может привести 
к потере корней. 

Пример 2. Уравнение 2х — 3 = 5 имеет единствен- 
ный корень х = 4. Возведем обе части этого уравне- 
ния в квадрат, получим (2х — 3) 2 = 25. Решая это 
квадратное уравнение, найдем два корня: Х\ = — 1; 
х 2 = 4. Замечаем, что новое уравнение (2х — З) 2 = 25 
неравносильно исходному уравнению 2х — 3 = 5. Лишний 
корень Х\ = — Ь принадлежит уравнению 2х — 3 = — 5, 
которое после возведения в квадрат обеих его частей 
дает то же самое уравнение (2х — 3) 2 = 25. 

Посторонние корни могут появляться также при 
•умножении обеих частей уравнения на множитель, со- 
держащий неизвестное, если этот множитель при дейст- 
вительных значениях х обращается в нуль. 

Пример 3. Если обе части уравнения 2х — 1=5 
умножим на х + 2, то получим новое уравнение 
(2х— 1) (х + 2) = Ь(х + 2), которое после переноса члена 
5(* + 2) из правой части в левую и разложения на мно- 
жители дает {х + 2) (2х — 6) = 0, откуда х — — 2 либо 
х = 3. 

Корень х = — 2 не удовлетворяет исходному уравне- 
нию 2х — 1=5, которое имеет единственный корень 
х = 3. Постдронний корень х = — 2 принадлежит урав- 
нению х + 2 = 0. 

Отсюда заключаем: при возведении .обеих частей 
уравнения в квадрат (вообще в четную степень), а также 
при умножении на множитель, содержащий неизвестное 
и обращающийся в нуль при действительных значениях 
неизвестного, могут появляться посторонние корни. 

§ 81. Посторонние корни иррационального уравнения 

Уравнение, содержащее неизвестное под знаком ра- 
дикала, называется иррациональным-, например, 

^2*Т7 = 3; ^Зх- 1 =4. 

Покажем на простом примере возможность появления 
посторонних корней при решении иррационального урав- 
нения. 

Пусть имеем иррациональное уравнение ]/ 2х—1 = 
= х — 2. Возведем обе части в квадрат, получим: 

2х — 1 =(* — 2) 2 , 
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Решая это квадратное уравнение, получим корни: 
хі = 1; х 2 = 5. 

Проверим корни: У 2 • 1 — 1 ф- 1 — 2; корень ли = 1 урав- 
нению не удовлетворяет, следовательно, он является по- 
сторонним. 

Второй корень х 2 = 5 удовлетворяет уравнению. Воз- 
никает вопрос: каким образом появился лишний корень 
х= 1? Этот пбсторонний корень принад лежит другому 
иррациональному уравнению — У 2х — 1 = х — 2, кото- 
рое после возведения в квадрат дает то же самое ква- 
дратное уравнение 2х — 1 = (х — 2) 2 . По отношению к 
\ равнению — У 2х — І —х — 2 корень х = 5 является по- 
сторонним. 

’ Поэтому Необходимо проверять корни, полученные 
при решении иррационального уравнения, подстановкой 
в данное уравнение. 

§ 82. Решение иррациональных уравнений 

Приемы решения иррациональных уравнений рассмо- 
трим на примерах. 

Пример 1. У х 2 + 5х + 1 + 1 =2х. 

Уравнение содержит всего один радикал; оставляем 
его в левой части, или, как говорят, уединяем радикал, 
перенося единицу в правую часть: У Л' 2 + 5я + 1 = 2х — 1; 
возводим обе части в квадрат, получим: 

х 2 + 5х + 1 =(2х— I) 2 , 

или 

х 2 + 5х + 1 = 4х 2 — 4х + 1 ; 

после переноса всех членов в левую часть и приведения 
подобных членов имеем: 

3*2 _ 9* = о- х 2 — За: — 0; х{х — 3) = 0; 

Х \ = 0; х 2 = 3. 

Проверка. і/0 2 + 5-0 + 1 + 1^2-Ѳ. Следовательно, 
первый корень х = 0 не удовлетворяет уравнению; от- 
брасываем его (этот корень принадлежит иррациональ- 
ному уравнению ѵ 


» 


У х 2 + 5х + 1 + і = 2х, 


4 го легко проверить). Таким же путем убеждаемся, что 
второй корень * 2 = 3 удовлетворяет заданному урав- 
нению. 

Пример 2. ]/х — 9 — Ух- 18= I. 

Уравнение содержит два радикала в одной части; 
пере несем один из них в правую часть: Ух — 9 = 1 + 
+ V х 18; п осле возведения в квадрат имеем х — 9.= 1 + 

+ 2 |/* — 18 -(- * — 18; оставляем радикал в правой ча- 
сти, остальные члены переносим в левую часть: 

8 = 2 У~х — 18; 4 = Ух- 18; 16 = *- 18; * = 34. 

Проверка обнаруживает пригодность полученного корпя. 

ПримерЗ. у'2х+ 3+ УШ+2- 1/27+5= УШ. 
Уравнение содержит четыре радикала; распределим 
их по два по обеим частям уравнения: 

1 / 2 * + 3 + У 3 * + 2 = У2х + 5 + УЗх; 

после возведения в квадрат имеем: 

2 * + 3 + 2 1 /( 2 * + 3 ) ( 3 * + 2 ) + 3 * + 2 = 


= 2* + 5 + 2 У{2х + 5) 3* + 3*; 
2 У( 2* + 3)(3*Н-2) = 2 У( 2* + 5)3*; 
сокращаем на 2 и снова возводим в- квадрат: 

(2* + 3) (3* + 2) = (2* + 5)3*, 

6* 2 + 13* + 6 = 6* 2 + 15*; 2* = 6 ; * = 3. 


Проверка. ]/ 9 * Уі 1 = |/ц + |/9; 
корень удовлетворяет данному уравнению. 

Пример 4. 


полученный 


Уравнение имеет вид пропорции. Составим производ- 
ную пропорцию: сумма членов первого отношения так от-, 
носится к их разности, как сумма членов второго отноше- 
ния относится к их разности: , 2 ^ а + * . = ±±а_ , 

2 Ѵа-х Ъ-а К И 


возводим в квадрат обе части: 


Мб 


а + х ^ (Ь + ау _ 

а-х (Ь-а) 2 • 


снова составляем производную пропорцию: 

2а (Ь + а) 2 + {Ь - а) 2 . 

2х (й + а)'- — (6 — а) 2 ’ 

а 2(а 2 + 6 2 ) а 2 + №_, 2а 2 Ь 

х ~~ АаЬ 2аЬ ’ а 2 + Ь г 

Проверка обнаруживает, что полученный корень удовле- 
творяет 'данному уравнению. 

Если Ь = а, то исходное уравнение принимает вид 

V а + х + V а — х ] • 

Уа + х -Уа-х 

УаТх + Уа-х = Уа + х ~Уа-х\ 

2 У а - х = 0; Уа-х =0; а-х = 0; х = а. 

§ 83. Системы уравнений второй степени и их решение 

Если уравнение с несколькими неизвестными приве- 
дено к виду, не содержащему дробных членов, и в нем 
произведены все возможны^ упрощения (раскрытие ско- 
бок, освобождение от радикалов, перенос всех членов в 
левую часть, приведение подобных членов), то степенью 
этого уравнения называется сумма показателей степеней 
неизвестных в том члене уравнения, в котором эта сум- 
ма наибольшая-, например: 

а) уравнение 2 ху 2 + 5х 2 + 6 у — 20 = 0 есть уравнение 
третьей степени, так как в первом члене сумма показа- 
телей при хи у наибольшая и равна 1 +2 = 3, 

б) уравнение ^+2^3 после освобождения 
от дробных членов принимает вид 

х 2 + 2у 2 (* 2 +У) = 3(.ѵ 2 + у 2 ), ' 

ИЛИ 

2хУ + 2у 4 - 2* 2 - Зу 2 = 0. 

Эхо — уравнение четвертой степени относительно неизве- 
стных хи у. 

Система двух уравнений с двумя неизвестными на- 
зывается системой второй степени, если по крайней мере 
одно из уравнений есть уравнение второй степени, а дру- 
гое — не выше второй степени. 
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П р и м-е р ы. 

] I х 2 + у 2 + 2у — 9 = О, I х 2 + 3у 2 + ху = 5, 

М Зх - у - 1 = О; М 2х 2 + у 2 = 9. 

Решить систему уравнений с двумя неизвестными — • 
это значит найти все пары значений хи г/, удовлетворяю- 
щих одновременно обоим уравнениям. Эти пары значе- 
ний хи у называются решениями системы. Напрігмер, си- 
стема 

Г х 2 + у 2 = 5, 

1 х-у = 1 

имеет два решения: 

1) х х = -1, уі = -2 и 2) х 2 = 2, у 2 = 1, 

так как каждая пара значений неизвестных х и у после 
подстановки в данные уравнения приводит их к число- 
вым тождествам: 

1) (- 1) 2 + (-2) 2 = 5; 5 = 5; 2)2 2 +1 2 = 5; 5 = 5; 

— 1 — ( — 2 ) = 1 ; 1 = 1 . 2-1 = 1 ; 1 = 1 . 

Рассмотрим решение простейших систем. 

Пример 1. Решить систему 

| * 2 + у 2 + 2у — 9 = О, 

1 Злг — г/ — 1=0. 

Из второго уравнения выражаем у через х; г/ = З.ѵ— Ь 
Подставляем это значение у в первое уравнение; полу- 
чим: 

х 2 + (Зл: - 1)2 + 2 (Зл: - 1) - 9 = 0. 

После раскрытия скобок и приведения подобных членов 
имеем: 

х 2 - 1 = 0; 

Х\ 1 » х 2 — 1 , 

У\ = - 4; г/ 2 = 2. 

Пример 2. Решить систему 

I х 2 + Зхі/ = 18; 

I 3 у 2 + ху = 6. 
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Разложим левые части данных уравнений но множители 
I х (х 4- 3 у) = 18; 

1 у (3// + *) = 6. 

После деления первого уравнения на -аторое получим: 

-^ = 3, или х — Зу. 

Тогда второе уравнение дает: 

Зг/ 2 + Зу 2 = 6; г/ 2 =1; 

Ѵ\ = - 1, 1/2= 1; 

X) = 3, Х'2 = 3. 

§ 84. Искусственные приемы решения систем уравнений 

В некоторых случаях системы уравнений решаются 
более изящно, чем способом подстановки, если прибег- 
нуть к особым приемам. 

Пример 1. Решить систему 

Г х + у = 5; 

1 ху = 6. 

Неизвестные х и у можно принять за корни вспомога- 
тельного квадратного уравнения г 2 — 5г + 6 = 0, откуда 
г, = 2; г 2 = 3; так как безразлично, какое неизвестное 
принято за 2 Ь какое за 2 2 , то всего имеем два решения: 

х 1 =2, х 2 — 3\ 

У\ = 3, г/г = 2. 

Пример 2. Решить систему 
| х-у = 7; 
і ху= - 10. 

Представим данную систему следующим образом: 

| х + {- у) = 7, 

1 х(-у)= 10. 

Как ы в предыдущем примере, неизвестные х и — г/ суть 
корни уравнения г 2 — 7г + 10 = 0, т. е. г\ = 2, г 2 = 5, от- 
куда получаем два решения: 

х { = 2, хг 2 = 5; 

Уі — ~ 5 , Уг — — 2 . 
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Пример 3. Решить систему 
| х 2 у 2 — 20, 
і ху = 8. 

Первый способ. Умножим второе уравнение на 
г и сложим с первым; получим (х + у) 2 = 36, откуда 
X + у = ±6. 

Таким рбразом, данная система равносильна совокуп- 
ности двух систем; - 


1 ) 


X + у = 6, 

ху = 8; 


2) 


х + у = — 6, 

Х У = 8, 


каждая из которых решается так же, как и система 
в примере 1. 

Всего получим четыре решения: 


х і 4; х 2 = — 2; х 3 = 4; х 4 = 2; 

Уі = ~ 2; у 2 =- 4; # 3 = 2; г/ 4 = 4. 

Второй способ. Возведем второе уравнение си- 
стемы в квадрат; получим: 

х 2 + у 2 = 20, 
х 2 у 2 = 64. 

Если ввести обозначения х 2 » и; р 2 = у, то имеем: 

Г « + г = 20; 

1 = 64. 

Решая эту систему по образцу примера 1, находим: 


* 

Щ= 16, 

откуда 

х = ± 4; 

или 

«і = 4, 

откуда 

У=± 2 


т' 

II 

$ 

откуда 

х = ±2, 

- 

«2~ 16, 

откуда 

У=± 4. 


Так как знаки у неизвестных хну должны быть одина- 
ковы, то всего получаем четыре решения. 

Пример 4. Решить систему 

| 2х 2 + 5 ху — 18р 2 = 0; 

1 ху + у 2 - 12 = 0. 
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Первое уравнение системы — однородное уравнение 
второй степени, так как левая часть уравнения есть одно- 
родный многочлен относительно неизвестных х и у*), 
а правая часть — нуль. 

Такое уравнение всегда имеет нулевое решение: 
х = 0; у = 0. Однако система не имеет нулевого решения; 
более того, у ФО, так как при у = 0 второе уравнение 
приводится к неверному равенству — 12 = 0. Следова- 
тельно, обе части первого уравнения можно разделить 
на у 2 : 


2-Т- + 5--18-0; 
У 2 У 


если обозначить 



то имеем квадратное уравнение 


корни его 


2і 2 + Ы- 18 = 0, 


і і = -Чг, ^2 = 2. 


Таким образом; данная система равносильна сово- 
купности двух систем: 


І ху + у 2 — 12 — 0; I ху + у 2 — 12 = 0. 

Первая из них действительных решений не имеет, вто- 
рая имеет два решения: 

Ху— А, у \ = 2 и х 2 = —4, г/г - —2. 

Пример 5. Решить систему 


| х 2 — ху + у 2 = 3; 
I 2х 2 — ху — у 2 ==5. 


Левая часть каждого уравнения данной системы 
представляет однородный многочлен второй степени 

*) Это значит, что все члены его одинаковой степени. Степенью 
одночлена называется сумма показателей при неизвестных; напри- 
мер каждый из одночленов 5х 2 ; 3 ху\ — 0,5 у 2 — второй степени, по- 
этому многочлен 5х 2 + 3 ху — 0,5 у 2 есть однородный многочлен. 

Многочлен х 3 — 2,5х 2 у + 4 г / 3 — тоже однородный, так как все 
члены его третьей степени. 

Многочлен х 2 — Ъху + 3 у — неоднородный, так как первые два 
члена второй степени, а третий член — первой степени. 
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относительно неизвестных хи у (все, члены второго изме- 
рения), поэтому удобно ввести вспомогательное неиз- 
вестное і, полагая у. = іх\ тогда каждое из уравнений 
данной системы после подстановки примет еид 

х 2 (\ -г + / 2 ) = 3; х 2 (2 — і — і 2 ) = 5. 

Так как хФ 0, то разделим первое уравнение на второе; 
получим: 

1 - и+ і 2 3 

2 — і — І 2 5 ’ 

5 - Ы + Ы 2 = 6 - 3/ - 3 І 1 , 
или 

8і 2 - 21 - 1 = 0 ; 

это — квадратное уравнение относительно вспомогатель- 
ного неизвестного і\ решая еш, находим: 



Следовательно, либо у = — —х, либо у=»=-^х. 

Далее решаем способом подстановки две более про- 
стые системы: » 

| -ѵ 2 - ху + у 1 = 3, Г х 2 — ху + у 2 = 3, 

{ 1 и I 1 

[у = - Т х | У=Т Х - 

Всего получим четыре решения: 

.. 4 

уГ ' » %3 “ 2 , -^4 ” 2 , 

1 , . 

*/2 = у=*; Уз = ~ 1 : «/4=1- 

% V 

§ 85. Графический способ решения системы уравнений 

Кроме аналитического способа решения системы урав- 
нений с двумя неизвестными можно пользоваться также 
и графическим способом. 

Построим для каждого уравнения данной системы 
соответствующий график, т. е. кривую. Если кривые пере- 
секаются в точке М\(хйу\), то координаты точки пере- 
сечения являются решением системы. Действительно, так 
как точка пересечения принадлежит обеим кривым, то, 
следовательно, ее координаты удовлетворяют как пер- - 
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-V, = 


Гг ’ 


у ^~ уг ; 


вому уравнению системы, так и второму, а такая пара 
чисел- и есть решение системы. 

П р и м е р 1, 

х 2 + у 2 = 13, 
ху = 6. 

Первому уравнению системы соответствует окруж- 
ность радиуса г=*|/ 13 с центром в начале координат 
(рис. 44), второму уравнению соответствует равнобоч- 
ная гипербола, ее ветви 
расположены в первой и 
третьей четвертях. Кри- 
вые пересекаются в. четы- 
рех точках: М](3;2), 

АЫ2;3), Л1 3 (-3;-2), 

Л1 4 ( — 2; — 3). Таким обра- 
зом, система имеет четы- 
ре решения. 

Графический споёоб 
решения имеет то преиму- 
щество, что сразу видно, 
сколько действительных 
решений имеет данная си- 
стема. 

Однако графический 
способ дает лишь прибли- 
женные значения этих решений, обычно с точностью до 
0,1. Чтобы получить большую точность, надо кривые по- 
строить в более крупном масштабе на миллиметровой 
бумаге, что связано с большой затратой времени. 
В этом — главный недостаток графического способа ре- 
шения уравнений, а также систем уравнений. 

Разумеется, кривые надо строить в одном и том же 
масштабе, если мы собираемся с их помощью находить 
решения системы. 

Пример 2. Решить графически систему 

ху = 2, і 

2 I 7 5‘ 

У= х 2 -\- у*-у. 

На рис. 45 изображена равнобочная гипербола- У~~ 
и парабола у = * 2 -|-у х — у, которые пересекаются в 

трех, точках: М, (— 4; -у), М 2 (-у; - 4) , М 3 (1; 2). 
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Следовательно, данная система имеет три решения: 


р,= -4, 

\Уі 2 » 


* 3 = I, 

«/з = 2. 


У% = ~ 4 , 

Решение данной системы способом подстановки привело 
бы к уравнению х [х 2 + -^х — ^ = 2 или 2л: 3 + 7л: 2 — 

— 5х — 4 = 0. Это — полное 
кубическое уравнение; спо- 
собы решения таких уравне- 
ний в элементарном курсе 
алгебры не рассматривают- 
ся. Надо догадаться, что ле- 
вая часть уравнения разло- 
жима на множители: 



_ 2х 3 + 7х 2 — 5л: — 4 = 
х =(х— 1)(2л:2 + 9х + 4) = 0. 

Приравнивая нулю каждый 
множитель, найдем три зна- 
чения лг^І; — 4; —у), а то- 
гда соответствующие значе- 
ния у найдем из соотношения 
ху = 2. 

В этом примере графический способ решения выгля- 
дит более естественным по сравнению с алгебраическим, 
так как разложение левой части уравнения на множи- 
тели требует применения искусственных приемов. 


Рис. 45. 


1) 

2 ) 

3) 


1. Решить уравнения: 
Ах 2 — Зх + 5 


х 2 — 2х + 13 
5 9 


У + 2 
л-2 


+ 


2 у 4- 3 
2 


2; 

= 2 ; 


Упражнения 

6) 6х 2 + 5 тх + т 2 — 0; 

7) 56 у 2 + ау — а 2 = 0; 
3 т 39 


х + 1 1 — х 1-х 2 

4) 2 у 2 — (Ь — 2с) у = Ьс ; 


5 8) 


2т- 1 
а 


9) л: + 


2т + 1 
-Ь; 


= 5- 


45 


Ат 2 — 1 


1 


5) х 2 + 2 (а — Ъ) х — АаЬ = 0; 10) аЬх 2 — (а 2 + Ь 2 ) х + аЬ = 0; 
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" -■ " ' "-."" ■■■■ " ■■■ ІИ ' — Я Ц. НЦПСТ . М . М — III III . . ■ІІ.Щ П Р Ш І ■ ' .ЛИН І И ицирі 


... , ! а-Ь а+Ь 

II) х 4- — = — — + т ; 

х а + Ь а-Ь’ 


12 ) 


1 


■ + 


1 


х — Ь 


+ ■ 


1 


X — с 


17) аЬх 2 + 2 (а + Ь) \ г аЬ х + (а — 6) 2 = 0: 
= 0; 


... х 2 — х+\6_х + Ъ х ^36 
х 2 + х + 1 х — 1 ^ х 3 — 1 ’ 

14) (от — п) х 2 — пх — от «= 0; 


15) 


_і_. 

4 ’ 


18 ) 4±5 + _3^і_ = 2і5 . 


19) 

20 ) 
21) 


х + 
а — Ь + 


х 2 + Зх + 2 


а — Ь 


ах + Ьх (а + Ь ) 2 


8 


х 2 -9 

51 


+ - 


2х -2 х 2 — 1 

16) (7-4/з)* 2 + (2-/з)* = 2; 22) 


2і 2 — I — 1 

X — 6 


-8 — = 0 ; 

іх + 9 6 


41 — 5 
" 1 2 -1 
дс — 12 


х- 12 


2і + : 

6 ’ 


2. На плоскости дано несколько точек, расположенных так, что 
никакие три из них не лежат на одной прямой. Определить число 
точек, если через них можно провести всего 28 различных прямых. » 

3. Решить в общем виде предыдущую задачу, если всего можно 
провести от различных прямых. 

4. Участок земли площадью 375 м 2 имеет форму прямоуголь- 
ника, одна из сторон которого составляет 60% другой. Найти эти 
стороны. 

5. Периметр прямоугольника равен 85 см, а диагональ его 
равна 32,5 см. Найти стороны прямоугольника. 

6. Возможен ли такой выпуклый многоугольнгік, в котором 
число всех диагоналей было бы равно 12? 

7. В каком многоугольнике число сторон равно числу всех диа- 
гоналей? ч 

8. Возможен ли такой прямоугольный треугольник, стороны ко- 
торого выражаются тремя последовательными целыми числами? 
Тремя последовательными четными или нечетными числами? 

9. Два туриста отправляются одновременно в город; находя- 
щийся от них на расстоянии 30 км. Первый из них проходит в час 
на 1 км больше, вследствие чего приходит в город на один час 
раньше. Сколько километров в час проходит каждый путешест- 
венник? 

7 

10. Бассейн наполняется посредством двух труб в 1 — часа; 

О 

первая труба в отдельности может наполнить бассейн двумя часами 
скорее, чем одна вторая. За еколько часов каждая из труб в от- 
дельности может наполнить бассейн? 

Н. Расстояние между двумя городами на реке равно 80 км. 
Пароход проходит это расстояние дважды (вверх и вниз) за 
8 час. 20 мин. Определить скорость парохода в стоячей воде, если 
скорость течения равна 4 км/час. 

12. Расстояние между двумя станциями железной дороги равно 

2 

96 км. Скорый поезд проходит этот путь на -г- часа быстрее, чем 

пассажирский. Найти скорость каждого поезда, если известно, что 
разность между их скоростями равна 12 км/час. 

13. При совместной работе двое рабочих могут выполнить 
данное задание за 12 час, Первый из них в отдельности может 
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выполнить ту же работу на 10 час. скорее, чем второй. За сколько 
часов может каждый рабочий в отдельности выполнить задание 3 4 
- !4. Если артель продаст товар за 2688 руб., то получит столько 
процентов прибыли, сколько сотен рублей содержится в половине 
себестоимости товара. Какова себестоимость товара? 

15. Два туриста А и В выехали одновременно из разных мест 
навстречу друг другу. При встрече оказалось, что А проехал на 
210 к.и больше, чем В. Если каждый из них будет продолжать путь 
с прежней скоростью, то А приедет в место -выезда В через 4 дня. 
а В прибудет к месту выезда А через 9 дней. Сколько километров 
проехал каждый из них до встречи? 

16. Турист выехал из А в В и делает в среднем- 8 км/час. Когда 
он проехал 27 км, то из В навстречу ему выехал другой турист, 
который проезжал в час двадцатую часть всего пути от .В к А и 
встретил первого через столько часов, сколько километров в час он 
сам делает. Определить расстояние от 4...ДО В. 

17. Агроном установил, что наличным семенным фондом в 22,5 
тонны можно засадить весь намеченный под картофель участок. При 
посадке выяснилось, что семена отборные и потому можно уменьшить 

•предполагавшуюся норму посадки на один гектар примерно на 200 кг. 
Это привело к увеличению площади посева на 1 га. Какова была 
запроектированная норма посадки картофеля на 1 га и чему равна 
площадь первоначального участка? 

18. Найти корни следующих уравнений с точностью до 0,01: 

1) 0,05л: 2 - 4л: + 7 = 0; 3) 2,17л: 2 — 1,8л: — 1,06 = 0; 


2) 0,015(/ 2 + 2у — 3,75 = 0; 4) 7л: 2 — 8,06л: + 2, 1 6 = 0.. 

19, Составить квадратное уравнение, если его корни равны: 


1) 3 и 5; 

2) - 3 и 9;- 
ЗМн 

4) 3 и - 3; 

5) 0 и 6; 


6) 0 и — ; 

а 

7) 4 и 4; 

8) т и т 5 

9) а + Ь и а — Ь; 


... т + п т — п 

10) -Г" И 2 ’ 

11) 2 +У1 и 2-1/Т; 

12) І±і31и 


2 2 
13) а +-У Ь и а — 1-Т. 


20. Не решая следующих уравнений, указать, какие имеют дей- 
ствительные корни, какие не имеют действительных корней; какие 
из уравнений с действительными корнями имеют равные корни, ка- 
кие имеют оба корня положительных или оба отрицательных: 

1 ) лс 2 — 4л: + 4 = 0; 5) 7л: 2 — х — 1=0; 


2) л: 2 — 9л: — 22 = 0; 

3) л: 2 - 16л: + 48 = 0; 

4) 4л; 2 + х + 1 = 0; 


6 ) Ну 2 + 1 1^ — 3 = 0; 

7) г 2 — 62 + 9 = 0; 

8) У 2 + у- 6 = 0. 


21. При каких значениях коэффициента т каждое из следующих 
уравнений имеет два равных корня: 


1 ) 4л: 2 + тх + 9 = 0; 2) тх 2 + 4х + 1 = 0; 

3) л: 2 — 2(1 + Зт)х + 7(3 + 2т) = 0? 
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22. Каким условиям должны удовлетворять коэффициенты а. Ь 
и с, чтобы уравнение ах 2 + Ьх + с = 0 имело 

1 ) действительные положительные корни; 

2) действительные отрицательные корни; 

3) один действительный корень положительный, другой отрица- 
тельный? 

23. Какое значение имеет т, если уравнение 

1) х 2 — Чах + т = 0 имеет один корень, равный а — Ь\ 

• 2) г 2 + тг — 18 = 0 имеет один корень, равный — 3; 

3) тх 2 — 15* — 7 = 0 имеет один корень, равный — 7; 

4) у 2 + ту + с 2 + 5а + 6 = 0 имеет один корень, равный а + 3? 

24. Если корпи уравненія х 2 + 3* + к = 0 обозначим через *і 
и * 2 , то какие значения нужно придать параметру к, чтобы 


1) дг! — л" 2 = 6; 



2) ЗлГ| — * 2 = 4; 


4) х\ + х\ = 34? 


25. При каком значении свободного члена — а корни уравнения 
З* 2 + Чх — а — 0 относятся между собой, как 2:3? 

26. Составить квадратное уравнение, корни которого равны 
(*і+* 2 )2 и (х\ — дг 2 ) 2 , где *і и * 2 — корни уравнения ах 2 +Ьх+с=0. 

27. Разложением левой части на множители решить следующие 
уравнения; 


1) * 3 - 2* 2 - 15л: = 0; 

2) у 3 + 3 у 2 - 4у = 0; 

3) ѵ 3 + 1 1 ц 2 + 28н = 0; 

4) х 3 — З* 2 — * + 3 = 0; 


5) 2г 3 — 5г 2 + 2г — 5 = 0; 

6 ) х 3 — 8 = 0 ; 

7) л 3 + 1 = 0; 

8) у* — Чу 2 — 0. 


28. Составить алгебраическое уравнение наинизшен 
имеющее следующие корни: 


степени, 


1) 1; 2 и -3; 3) + 2и±3; 5) а, Ь, - с и а. 

2) 0 и ± 1; 4) - 1; 2; 3 и 4; 

29. Решить уравнения: 

1) * 4 - 17* 2 + 16 = 0; 4) Зу 4 - 28у 2 + 9 = 0; 

2) * 4 - 50л: 2 + 49 = 0; 5) г 4 -Зг 2 -4 = 0. 

3) и 4 - На 2 + 30 = 0; 

30. Решить следующие иррациональные уравнения и получен- 
ные корни проверить: 


1) 3 + 5/* = 13; 

2) 11-3/7=5; 

3) 16 -|/" -|* = 12; 

4) V 16 + /7+Т = 5; 

• 5) 1/5 + /3+Т =3; 


6 ) 

7) 

8) 

9) 

10 ) 


Чх — 5 

/7+2 = '^ + 2: 

/* — 4 +/7+24 = 14; 

У Чх + 1 + /2* -4 = 5; 

/7+Т = /47+9 -/7; 
/7+То - Ух + 3 = У Ах -23; 
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11) Ѵіх —За — Ух + ба — Ух — За; 15) х + У 25 — х 2 — 7; 

12) У Их + і -У2х-2 = 16) ж- /25- ж 2 = 1; 


,/7^4-^3735; ' 7 > 4ж + /5ж +І 0= 17; 


13) Ух + 4 =7; 

14) /ЗбТ7 — 2 + Ух ; 

20) /ж + 6 + /ж+Т = У 7х + 4; 


18) Ѵі-Ух'-х* — х — 

19) У 2 + УГ^5 =У 13 — ж 

У 4х + 20 4 — ■ Ух 


21 ) 


4+' /ж 


/ж 


22) У5а + х +У5а — х 


12 а 


/5а + ж 


23) 


, 1 ________ = 

х + У 2 — X* х — У 2 — ж 2 

24) = //^77; 

25) і/а 2 + ж/б 2 + ж 2 — а 2 = ж — а; 
/а + ж + /а! — ж 


/б; 27) /2 + ж +Ух 


5 а 2 


26) 7= 

У а + ж — У а — ж 

28) 2ж + 2/а 2 + ж 2 = ■ , 

• ' /а 2 + ж 2 

31 . Решить следующие системы уравнений: 


14 


/2 + ж ’ 


1) 


( х 2 + (/2 = 74 ; 
1 ж — "(/ = 2. 


»{*' 

Б) 


5 (ж - (/) = 4у; 
+ 4г/ 2 = 181. 


7 ) 


9) 


ж 2 -2 ху-у 2 =- 1; 
ж + !/ = 2. 

1 + 1 = 1 ; 

ж # 

Ж + у = 4. 

ж у_^_ 16 _ 

у х — 15 ’ 

х — у = 2. 


2 ) 

4 ) 

6) 

8 ) 

10 ) 


— 2у = 2; 

ху = 12. 
+ 2^ 2 = 34; 
+ У = 7. 


{* 

г: 

ж 2 + Зу 2 — 4ж — 5г/ — 8 = 0; 
_ ж - у + 1 = 0. 

У~х = 2; 

10ж + у 


ху 


3. 


| ж 2 + жг/ = 12; 
1 ху — у 2 = 2. 
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11 ) 


13) 


15) 


17) 


19) 


21 ) 


и 2 + у 2 = 8; 

-V + -V = 0,5. 

/I* У»' 2 


^.+1— = 18; 
У х 


I ху = 28. 


х + і/ = 1 2. 

х 2 + і/ 2 = 45; 


14) 


х + у + х - у 


х- у х + у 


_Ш 16) 

3 ' 


Ух - У у ~2Уху ; 
х + у — 20. 

х + у- Уху - 7; 
х 2 + у 2 + ху = 133. 


-+Т = Ч 

•а Ь 

^ + -* =4 . 
* У 


18) 


20 ) 


х + ху + у = 27; 

— + — = 2,5. 

У х 

х: 12 = 3: у; 

Ух +У у = 5. * 

(уТ*УТ-« 

I х + у = 10. 

а: + у = а К*!/"; 




+ Ку “в. 


23) 


24) 


25) 


( /т + /| - ѵ= 

1 У х ъ у + У у л х =78. 

У х - У у = а (а>0); 

Уху =6. 


■+ 1 ; 


26) 


/ 6* /" X + у 5 . 

х + у + V 6х 2’ 
ху-х-у = 9. 

5 Ух 2 - Зу- 1 + /7+6^.= 19; 
3 У^х 2 — Зг/ — 1 =1+2 "Кх + бу. 


32. Произведение двух чисел равно 135, а их разность равна 6. 

Найти эти числа. ' 

33. Разность двух чисел относится к их произведению, как 
1 : 24, а сумма этих чисел относится к их разности, как 5 : 1. Найти 
эти числа. 
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34. Сумма двух взаимно обратных дробей равна 2 — 
ность их равна Найти эти дроби. 


^ 35. Решить неравенства: 


1) х 2 — 5х + 4<0; 
3) 8х — 3 > х 2 + 4; 

5) ^±1<1; 


2) х 2 > Зх — 2; 

4) Зх 2 + 4 > 2х 2 + 5х; 


х- 1 

7) | х 2 — 5.да| < 4; 

36. Решить системы неравенств: 


6) | х 2 — 4 | < 5; 
8) | 9 - х 2 1 > 3. 


' 1 х 2 — х — 2 > 0. 1 х 2 + х > 6. 


3 ) 


і 


2х + 3 > 0, 
г 2 -5х + 6|<2. 



/ 


, а раз 


ГЛАВА ѴИІ 

ВЕКТОРЫ 


ч 


§ 86. Положительные и отрицательные отрезки на оси 

Пусть дана ось ОР, т. е. прямая, на которой выбрано 
положительное направление, начало отсчета О и единица 
масштаба (рис. 46). Возьмем ряд точек на этой оси, на- 
пример точки А, В , С, О, N. 

Отрезки АВ, СИ, ВС, ЛУѴ и т. д., лежащие на оси ОР, 
будем различать не только по их длине, но и по направ- 
лению: первая буква Л в обозначении отрезка АВ всегда 



Рис. 46. 1 


принимается за начало отрезка, вторая буква В обозна- 
чает конец отрезка. Отрезку Л В приписывается то направ- 
ление, в какоіѵ* мы перемещаемся по оси ОР, пробегая 
отрезок АВ от его начала Л к концу В; если это на- 
правление совпадает с положительным направлением 
оси ОР, как на рис. 46, то отрезок считается положи- 
тельным, в противном случае — отрицательным. 

Из сказанного следует, что отрезки АВ, ОС, N8 по- 
ложительны; отрезки ВЛ, СО, ВА отрицательны. 

. Определение. Действительное число, абсолютная 
величина которого равна длине отрезка АВ, взятое со 
знаком плюс или минус, смотря по тому, является ли от- 
резок АВ положительным или отрицательным, называет- 
ся алгебраической величиной отрезка. Алгебраические 

6 Р. А. Калнин 
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величины отрезков АВ и ВА — два противоположных 
числа. 

Длину отрезка АВ, взятого на оси ОР, будем обо- 
значать \АВ\. 

Мы не будем вводить для алгебраической величины 
специального обозначения, помня, что это понятие имеет 
смысл только для положительных или отрицательных 
(т. е. лежащих на оси) отрезков. Например, через АВ 
обозначаем как сам отрезок, так и его алгебраическую 
величину. 

Суммой двух отрезков АВ и ВС, взятых на оси, на- 
зывается (по определению) отрезок АС той же оси 
(рис. 46). Очевидно, что алгебраическая величина сум- 
мы отрезков равна сумме алгебраических величин сла- 
гаемых отрезков. 

Если на оси взято га произвольных точек Л ь А г , А 3 , ... 

А„, то суммой отрезков А,А 2 + А 2 А 3 + Л 3 Л 4 + . . , 
... + Ап-іАп называется отрезок ЛіЛ„, соединяющий 
первую точку Л ( с последней А п (для га = 5 см. рис. 47). 

§ 87. Понятие вектора 

В математике, физике, механике, а также в ряде дру- 
гих наук встречаются двоякого рода величины: одни из 
них — например такие, как длина, площадь, объем, 
масса, температура, теплоемкость и т. д., — вполне опре- 
деляются числами, выражающими эти величины в соот- 
0 л с в р ветст вующих единицах 

і \ і , _ измерения. Такие вели- 
чины принято называть 
скалярными величина- 
ми или просто скаля- 
ру 4 О А, А 3 4 Р рами. 

- 1 1 1 1 1 1 Другие величины — 

Рис. 47. например такие, как 

• скорость, ускорение, си- 
ла, напряженность электромагнитного поля, — помимо 
их численных значений, имеют еще определенное на- 
правление. Такие величины называются векторными ве- 
личинами. Всякую векторную величину изображают в 
виде вектора, т. е. направленного отрезка, снабженного 
стрелкой на конце. Обычно векторы обозначают ма- 
ленькими латинскими буквами полужирного шрифта: 
а, Ь . . . ; однако, когда необходимо подчеркнуть, что 
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начало вектора — точка А, а конец — точка В, его обо- 
значают через АВ. На рис. 48 изображены три вектора 
АВ, СО и ІР. 

Длина вектора АВ (измеренная принятой единицей 

масштаба) называется 
его модулем и обозна- 
чается \АВ\. Модуль 
вектора а часто обознач 

* 


с 


Рис. 48. Рис. 49. 

* 

чают той же буквой а, но светлым шрифтом. Например, 
на рис. 48 

\АВ\ =3; \СЪ\ =2; \ЁР\ = |а| = а = 5. 

Итак, модуль вектора — число (скаляр), всегда положи- 
тельное. ' 

Два вектора считаются равными, если они имеют оди- 
наковые модули и одинаковое направление. Из этого 
определения следует, что вектор можно переносить па- 
раллельно самому себе, от этого он не изменится. 

Два вектора с равными модулями, но направленные 
в противоположные стороны, называются противополож- 
ными. На рис'. 49 векторы бис противоположны. 

Вектор, противоположный вектору а, принято обозна- 
чать —а. 

§ 88. Действия над векторами 

Над векторами можно по установленным правилам 
производить арифметические действия, как и над чис- 
лами, т. е. скалярными величинами. 

1. Сложение векторов. Пусть даны три вектора: а, Ь 
и с. Тогда их суммой называется вектор, построенный по 
следующему правилу (рис. 50, а). 

При произвольной точке А строим вектор АВ = а: 
для этого перемещаем вектор а параллельно себе так, 
чтобы его начало совпало с точкой А; аналогично при 

6 * 
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точке Выстроим вектор ВС = 6; при точке С строим 
вектор СВ = с, полу.чаетея векторная ломаная ЛВСВ. 

Вектор Ай, идущий от начала первого вектора к концу 
последнего, называется суммой данных трех векторов 
(по определению). Сумму двух векторов иногда строят 




б) 


так: приводят векторы к общему началу и строят на 
них, как на двух смежных сторонах, параллелограмм, 
тогда вектор, идущий по диагонали из общего начала, 
есть их сумма (рис. 50, б). 

2. Вычитание векторов. Разностью между вектором а 
и вектором Ь называется такой третий вектор с , который, 



а 

— >- 

а х 2 





Рмс. 52. 


будучи сложен с вектором Ь , дает в сумме вектор а. Та- 
кой вектор можно построить следующим образом: при- 
ведем -векторы а и Ь к общему началу (рис. 51). Век- 
тор, идущий от конца вектора Ь к концу вектора а, 
и есть разность между вектором а и вектором Ь. 

Примечание. Вычитание вектора Ь можно заме- 
нить прибавлением противоположного вектора — - Ь. Ре- 
зультат будет один и тот же. Заметим, что если напра- 
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вим векторы а и Ъ по двум смежным сторонам парал- 
лелограмма, то вектор, идущий по одной из диагоналей, 
есть сумма, а по другой диагонали — разность данных 
векторов. 

3. Умножение вектора на скаляр. Умножить вектор а 
на скаляр т — значит увеличить его длину (модуль) 
в т раз и сохранить направление вектора прежним, если 
Щ > 0, или изменить направление на противоположное, 
если т < 0. На рис. 52 изображены случаи: 1) а -2; 

2) «•(--§); 3)«.і. 

Для всякого вектора а можно построить его единич- 
ный вектор а 0 , имеющий то же направление, что и век- 
тор а, и длину, равную единице. Тогда по правилу умно- 
жения вектора на скаляр имеем: 

а = а 0 -а. 

Всякий вектор а равен своему единичному векто- 
ру а 0 , умноженному на модуль вектора а, т. е. на поло- 
жительное число а. 


_ С_ ^ 

2(а+Ъ) і С г А 

а) 

Рис. 53 

Запись а - 2 и 2а означает одно и то же. Если сумма 
векторов умножается на скаляр, то можно каждый сла- 
гаемый вектор умножить на этот скаляр и полученные 
результаты сложить. На рис. 53 показано умножение 
суммы векторов (а + Ь) на скаляр 2; это умножение 

выполнено двояко: а) вектор АС = а + Ь умножается 
на 2 ^лина увеличивается в два раза); получаетря век- 
тор АС и равный 2а (рис. 53, а); б) вектор АС і по- 
лучен как сумма векторов 2а и 2 Ь (рис. 53, б). 

§ 89. Проекция вектора на ось 

Как известно, проекцией точки М на ось называется 
основание перпендикуляра ММ и опущенного из точки М 
на эту ось, т. е. точка М\. 
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Пусть дана ось / и произвольный вектор Л В (рис. 54). 
Опустим перпендикуляры из начала и конца вектора на 
ось. Получим на оси отрезок А\В\, алгебраическая ве- 
личина которого и называет- 
ся проекцией вектора АВ на 
ось /, что записывается так: 

пр іАВ = АіВ и 

Определение. Проек- 
Ч В, і цией вектора на ось назы- 

Рис. 54. ~ вается число (скаляр), вы- 

ражающее алгебраическую 
величину отрезка на оси, ограниченного проекциями на- 
чала и конца данного вектора. 

На рис. 55 показано, что 




п ріАВ = АіВ { '= 3; 
прг СО = СіБі = —4; 
прі ЕР — О, 

— > 

так как вектор ЕР перпендикулярен к оси /. Очевидно, 
если вектор параллелен оси проекции и имеет с осью 



одинаковое направление, то его проекция равна длине 
вектора; если же направление вектора противоположно 
направлению оси I, то 

лр іа — —а. 
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Теорема 1. Проекция суммы векторов на ось рав- 
на сумме проекций отдельных слагаемых векторов налу 
же ось. ѵ 

Доказательство. Пусть вектор ЛД есть сумма 
трех векторов: Ай = АВ + ВС + СД (рис. 56). Тогда 


пр г ЛД = А^у. 


(1) 


Спроектируем отдельные слагаемые векторы на ту же 
ось: 

пр г АВ = А { Вр, пр 1 ВС = В 1 Ср, пр,СД (2) 

Складывая эти равенства, получим: 

пр ,АВ + пр ; ДС + пр, СД = А Х В\ + ВіС[ + С , Д, = Л, Д,. (3) 

Правые части равенств (1) и (3) равны между собой, 
следовательно, равны и левые части: 

пр [АО = пр іАВ + пр [ВС + пр [СО. 

Примечание. Доказанную теорему часто форму- 
лируют еще так: проекция векторной ломаной на- ось 



равна сумме проекций отдельных звеньев ломаной и 
равна проекции замыкающего вектора на ту же ось. 

АО — замыкающи й вецтор векторной ломаной АВСО. 

Теорема 2. Для данного угла а, образованного 
вектором с осью /, отношение проекции вектора к его 
модулю есть определенное число, не зависящее от мо- 
дуля вектора. 

. На рис. 57 два вектора, АВ и АС, образуют один и 
тот же угол а с осью /, причем 

пр 1 АВ = АВ и пр, ЛС = ЛС,. 
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Из подобия прямоугольных треугольников АВВі и АССі 
имеем: 

1ЛМ-1А2А. . - глл 

проекции векторов взяты по абсолютной величине, по- 
тому что в геометрии стороны треугольников всегда вы- 
ражаются положительными числами. Но проекции АВ^ 
и АСі обе одинаковы по знаку (на рис. 57 обе отрица- 
тельны), а потому знаки абсолютной величины в равен- 
стве (4) можно опустить, и мы получим: 

АВ { А'Сі 
АВ АС ’ 

что и требовалось доказать. 

— - — > 

Примечание. Если ЛВ = а, ЛС = 6; 

пр,а = а,, пр [ Ь = Ъ 1 , 
то утверждение теоремы запишется так: 

а Ь 

§ 90. Координаты вектора 

Пусть^в прямоугольной системе координат хОу дан 
вектор ОМ (рис. 58). 

Определение. Вектор, направленный из начала 
координат в произвольную точку М плоскости хОу , на- 
зывается радиусом-вектором точки М и обозначается 
через г; 

ОМ = г. 

Спроектируем вектор г как на ось Ох, так и на- 
ось Оу, получим: 

пр х г = ОМі=г х , пр у г = ОМ 2 = Гу. 

Легко показать, что если вектор г перестанет быть ра- 
диусом-вектором и переместится параллельно самому 

себе в новое положение Л В, то его проекции на координат- 
ные оси останутся без изменения. Это следует из равен- 
ства прямоугольных треугольников Д ОМ,М и Д ЛВУѴ: 

М = | АВ\, 

\ОМ 1 \^\А 1 В 1 |, 
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но так как направление отрезков ОМ\ и Л\ В х 

одно и то же, то можно опустить знак абсолютной вели- 
чины: 

ОМі = А Х В { = пр х г. 

Таким образом, каждый заданный в координатной 
плоскости хОу вектор имеет вполне определенные про- 
екции на координатные оси; справедливо и обратное: 
две заданные проекции на координатные оси вполне 
определяют вектор. 

О п р е д е л е н и е. Про- У 
екции вектора на коорди- ^ 
натные оси называются 
координатами вектора. 

Принято координаты 
вектора записывать сле- 
дующим образом: 

а = Ь, у}, 

где х = пр ж а, у — пр у а. 

Цервая координата х мо- 
жет быть названа абсциссой вектора а, вторая коорди- 
ната у 'ординатой вектора а. Координаты,радиуса-век- 

ТОра Г *Г 0м являются одновременно координатами 
точки М, т. е. конца радиуса-вектора. 

Если начало вектора не совпадает с началом коорди- 
нат, то координаты вектора и координаты конца векто- 
ра не одно и то же, но тогда справедливо соотношение 

ЛВ — { х , у} — {,ѵв — Ха, у в — У а}, 

так как х = пр* АВ = л: в _ х А , у = пру АВ = у' в ~у А , что 
наглядно пояснено на рис. 58, 

Т е 4 о рема. Координаты суммы двух векторов равны 
сумме соответствующих координат слагаемых векторов 
Доказательство. Пусть а = {х и *,}; Ъ = {х 2 , ш};‘ 
требуется доказать, что с = {х х + х 2 , у, + у 2 }, Г дес = 

— а + о. 

По теореме о проекции суммы векторов на ось имеем: 
пр* с = пр* (а ■+ Ъ) = пр. ѵ а + пр ж Ь — х і + х 2 , 
пр у с = ир у (а + Ь) = пр у а + пр у Ь = у { + у 2 . 

Следовательно, с = [х { + х 2 , у { + у 2 }. 
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§ 91. Разложение вектора по координатным осям 


Произвольный вектор АВ координатной плоскос- 
ти хОу можно рассматривать как сумму двух векторов, 
направленных по осям координат. Для этого достаточно' 



Рис. 59. 

Это следует из равенства 


спроектировать вектор АВ 
на координатные оси 
(рис. 59). Тогда получим 
две вектор-проекции век- 
тора АВ на ось Ох и ось 
Оу, а именно: вектор /1,5, 
и вектор Л 2 Й 2 , сумма кото- 
рых равна вектору АВ: 
Л^Й, + Кв 2 = АВ. 


АН + ИВ = АВ, .так как АЫ = А 2 В 2 , ИВ ■■ 


■■ Лій,. 


Определение. Векторы Л,й, и Л 2 Й 2 называются 

составляющими или компонентами вектора АВ по осям 
координат. 

. Выберем на каждой из координатных осей по еди- 
ничному вектору, имеющему направление соответствую- 
щей оси: 

і — единичный вектор оси Ох, 

І — единичный вектор оси Оу. 

Пусть 

» Лй = {*, у). 

Тогда по правилу умножения вектора на скаляр имеем: 

Лій, = хі, А 2 В 2 = у], 

АВ = Л,й, + Л 2 Й 2 = хі + у], 

АВ = хі + у /. 

Мы получили одну из основных формул векторной ал- 
гебры: 

Всякий вектор координатной плоскости хОу равен 
сумме произведений его координат на соответствующие 
единичные векторы осей . 
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§ 92. Скалярное произведение двух векторов 

Задача. Под действием силы Р тело совершает по- 
ступательное движение так, что его центр тяжести О пе- 
ремещается в точку М, причем ОМ образует угол в 60° с 
направлением действия силы (рис. 60). Вычислить произ- 
веденную силой работу, если |/ ? | = /'= 12 кГ, а ОМ = 5 м. 

Если направление силы совпадает с направлением 
перемещения, ^то работа А равна произведению модуля 
силы на пройденный путь. 

В данном случае это прави- 
ло неприменимо, поскольку 
сила действует под углом. 

Разложим силу Р на две 
составляющие: Р и направ- 
ленную по прямой ОМ, и 
Р 2 , перпендикулярную к Р и 
Работу производит только 
горизонтальная составляю- 
щая Р і, ее модуль (см. прямоугольный треугольник на 
рис. 60) Р { = / 7 соз60° = 12 • у = 6 (к Г), а потому произ- 
веденная работа А = 6-5 = 30 ( кГм )• 

В этой задаче мы имели два вектора: вектор-силу Р 

и вектор-перемещение ОМ. Требовалось поставить им 
в соответствие некоторую скалярную величину, в данном 
случае работу. 

Определение Скалярным произведением векто- 
ра а на вектор Ь называется произведение их модулей 
на косинус угла между ними: 

аЬ = аЬ соѣ у, " / 

где <р — угол, образованный векторами а и Ь. 

Таким образом, работа есть скалярное произведение 
вектора-силы на вектор-перемещение: 

А = Р ■ ОМ =12-5 соз 60° = 12 • 5 • -і = 30 (кГм). 

§ 93. Различные задачи на векторы 

Задача 1. Иа^ сторонах прямоугольника АВСИ по- 
строены вектор АВ = а и вектор ВС = Ь. Выразить че- 
рез эти два вектора вектор МВ, если точка М — - середина 
стороны /Ш (рис. 61). '• • \ 
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Имеем: МВ = МА + АВ, но лГл=-у6; АВ = а, 
поэтому 

МВ= — \ь + а. 

Задача 2. Построить вектор с, равный 2 а — Ь. 



С 



Строим вектор, равный удвоенному вектору а (на- 
чало вектора — произвольная точка А). Складываем его 
с вектором, противоположным вектору Ъ , т. е. с вектором 

( — Ь ) =? ВС. Тогда вектор АС ра- 
в,ен сумме 2 а + (— Ь ) =2 а — Ь 
(рис. 62). 

Задача 3. Дан вектор АВ = 
= а, причем Л(— 2;3), В (2; 6). 
Найти: проекции вектора на ко- 
ординатные оси; модуль вектора 
я; единичный вектор а 0 вектора а 
(рис. 63). 

Проекция вектора АВ на ось 
Ох равна алгебраической вели- 
чине отрезка АіВ и лежащего на 
оси Ох. Отрезок Л, Б, — положи- 
тельный и по длине равен 2 — (—2) = 4 единицам. Про- 
екция вектора на ось ординат равна 6 — 3 = 3. 

Модуль (длина вектора) равен 





В 

Уі 

а у' 

1 

1 

1 

1 1 

1 

Ар 1 

1 

1 

1 

А, О 

д г ^ 


Рис. 63. 


I а | = а = Уа% + а* = |/4 2 + З 2 = 5. 

Единичный вектор а 0 данного вектора а находим из 
равенства а = а 0 • а, откуда а° = ~. 

Задача 4. Показать, что если а = {— 1, 2), Ь = (3 31 
то с = а + Ь = (2, 5} (рис. 64) . ' 4 1 ' ' 
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По теореме о проекции суммы векторов имеем: 
пр* (а + Ь) = пр* а + пр* Ь = — 1 +3 = 2. 

Берем проекции на ось Оу: 

пр !/ (а + Ъ) = пр^а + пр и Ь = 2 + 3 = 5. 

Итак, с = а + Ь = {2, 5}. „ 

Задача 5. Найти разложение АВ по единичным 
векторами, і и / координатных осей, если А( — 2; 3), 
В( 4; 5) (рис. 65). 



Находим координаты 



Рис. 65. 

^ / 

вектора АВ: 


пр Х АВ =х в - х А = 4 - (- 2) = 6, 
пр У АВ = У в ~ У а = 5 - 3 = 2, 


АВ = 6і + 2/. 


Упражнения 

1. Изобразите три произвольных вектора и постройте их сумму. 

2. Постройте два произвольных вектора а и Ь и постройте век- 
тор, равный разности а — Ь. 

3. На сторонах треугольника АВС построены векторы АВ = а, 

ВС — Ъ, СА — с. Чему равна сумма а + Ь + с? 

4. Дайте истолкование следующих векторных равенств; (а+ Ь) = 
= (6 + а) (переместительное свойство), а + 6 + с = а+(Ь + с) = 
= (а + Ь) + с (сочетательное свойство), (а + Ь) т =ат + Ьт (рас- 
пределительное свойство). 

5. Изобразите произвольный вектор а и рядом с ним постройте 

' 3 / 2\ 

векторы: а-^\ — -^у, -2а. 
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6. Найти проекцию вектора- а на ось, образующую с вектором 
угол 120°, если і а | = 8. 

7. В прямоугольнике АВСй на сторонах АВ и АО отложены 
(от точки А) единичные векторы і и /. Выразить через і и / век- 


торы: АВ, ВС, СЪ, ОА, АС, ВА, если длины сторон прямоуголь- 
ника АВ = 4, АО = 6. • 

8. Точки М и N — середины сторон СО и ВС прямоугольника 


АВСР (см. предыдущую задачу). Определить векторы: АМ, АИ и 
МИ, выражая их через единичные векторы і и /. 


9. В начале координат приложены три силы: ОА, ОВ и ОС 
причем А (0; —2), В (4; 2), С (4; —2). 

Построить равнодействующую этих трех сил, найти ее коор- 
динаты и вычислить величину равнодействующей. 

10. Показать, что точки А (3; — 1), В (1;2),С ( — 1; 1),0 (1; 2) 

являются вершинами параллелограмма. 

Указание. У параллельных векторов сходственные коорди- 
наты пропорциональны. 

11. Даны три последовательные вершины параллелограмма: 
А (1; 1), В (4; 5), С ( — 2; 2). Найти координаты четвертой вершины 
О, противолежащей вершине В, используя векторный метод. 

12. Даны векторы а = 2* + 3/, Ь = 2і — 3/. Найти скалярное 
произведение а ■ Ь. 


13. Пользуясь скалярным произведением, найти угол между 
векторами а = 4* + / и Ь = 2 і — 3/. 

14. Даны векторы а = Зі + 5/, 6 = 8* — 3/. Найти пр ь а и пр а &. 

15. Налвух векторах а = {2, 1} и 6 = { — 1, 5} построен парал- 
лелограмм. Найти угол между его диагоналями. 

16. Дано, Что а±Ь, причем а - {3, 4}; Ь = {8, у]. Найти число у. 

17. Проверьте векторным методом, что диагонали ромба де- 
лятся в точке пересечения пополам. 

18. Даны три вектора: а = {ж,, Уі ), Ь = [х 2 , у 2 }, с = {х г , у г ). 
Показать, что' (а + Ь) ■ с = а ■ с + Ь ■ с. 

' 2(1 + 2 /) 


19. Вычислить * — 


если і и / — два взаимно пер- 


пендикулярных единичных вектора 
20. Вычислить ° ** 


а — - 


векторами а и Ь равен 60°, 


если I а | = 1, | Ь \ — 2 и угол между 


ГЛАВА IX 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
ЛЮБОГО УГЛА 


§ 94. Обобщение понятия угла 


Кро* 


В геометрии угол определяется как фигура, образо- 
ванная двумя лучами, исходящими из общей точки; при 
этом не делается различия между сторонами углаіі 
угол АО В или угол ВО А считаются одинаковыми, 
ме того, нигде в геометрии не 
встречаются отрицательные 
углы. 

Установим более общий 
взгляд на угол как на алгеб- 
раическую величину, которая 
может принимать любые зна- 
чения: положительные, отрица- 
тельные или нуль. 

Проведем ось ОР из начала 
О и произвольным радиусом г 
опишем окружность. Пусть 
эта окружность пересекает ось 
ОР в точке А (рис. 66). Если 



на окружности, то ей соответствует вектор ОМ, который 
в дальнейшем будем называть радиусом-вектором точ- 
ки М. Тогда угол АОМ = а будем считать образованным 

вращением вектора ОМ в направлении против движения 
часовой стрелки от первоначального положения ОА до 
положения ОМ: 

ОА — начальная сторона угла (неподвижная сто- 
рона), 
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ОМ — конечная сторона угла. 

Определение. Угол а считается положитель- 
ным, если он образован вращением вектора ОМ против 
движения часовой стрелки, и отрицательным , если век- 
тор ОМ вращается по часовой стрелке. Однако данномѵ 
положению ОМ конечной стороны угла соответствует не 

единственный угол сс: вектор ОМ, повернувшись сна- 
чала в положительном направлении на угол а, может 
после этого совершить любое целое число оборотов 
в положительном или в отрицательном направлении, 
после чего конец его неизменно окажется в той же фик- 
сированной точке М. Следовательно, данному положе- 
нию конечной стороны угла соответствует бесчисленное' 
множество углов как положительных, так и отрицатель- 
ных. Все эти углы получаются по формуле 

р = сс + 360*6, 

где 6 — любое целое число, в том числе- и 0: 

6 = 0, ±1, ±2, ±3, ... 

Пример. Если радиус-вектбр ОМ повернут в поло- 
жительном направлении на угол 120° относительно на- 
чальной стороны ОА, то такому положению вектора ОМ 
соответствуют: а) положительные углы 120°, 480°, 840°, 
1200°, ...; б) отрицательные углы ( — 240°), ( — 600°), 
( — 960°), ... Все названные углы содержатся в формуле 

Р = 120° + 360° 6 

при 6 = 0, 1, 2, 3 для положительных углов а) и при 
6 = — 1, — 2, — 3 для отрицательных углов б). 

§ 95. Радианная мера углов 

При измерении углов в градусах за единицу угла 
принимается угол, равный 1/90 прямого угла и называе- 
мый угловым градусом (1°). 

В математике, а также в других науках (физика, ме- 
ханика, астрономия и др.) широко применяется другая 
мера углов, так называемая радианная. 

Пусть а — центральный угол, которому соответст- 
вуют две дуги ЛАТ? и ЛіА^Ві (рис. 67) радиусов О А = г 
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и О А і = /* і- Если длину дуги А /ѴВ ‘‘обозначим через I, 
длину дуги А^іВі — через І.і, то легко показать, что 

Г Г, ' 

т. е. для данного центрального угла а отношение длины 
дуги, на которую он опирается, к длине радиуса есть 
величина постоянная, не зависящая от размера радиуса. 
Действительно, длина дуги, соответствующая цент- 



Из равенства правых частей следует равенство левых 
частей: 

/ _ и 

г~ гГ 

что и требовалось доказать. Обозначим у — а. 

Определение 1. Число а, равное отношению дли- 
ны дуги /, соответствующей некоторому центральному 
углу, к длине радиуса г, называется радианной мерой 
этого угла. 

За единицу в радианной системе измерения углов 
принимается угол, для которого I = г; тогда а = 1. Та- 
кой угол называют радианом. 

Определение 2. Радианом называется такой цент- 
ральный угол, длина дуги которого равна длине ради- 
уса. 

Таким образом, 1) если длина дуги равна двум ра- 
диусам, то угол равен 2 радианам, 2) если /=-|-г, то 
угол равен трети радиана. 

Примечание. В математической литературе часто' 
название «радиан» не пишется, а только подразуме- 
вается; например, пишут /.АОВ = 1,5 вместо полной 
записи /. АО В = 1,5 радиана. 
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§ 96. Зависимость между радианной 
и градусной мерами углов 

Всякий угол, заданный в градусной мере, можно пе- 
ревести в радианную и, наоборот, угол, заданный в ра- 
дианной мере, можно перевести в градусную меру. 

Найдем прежде всего, сколько градусов содержит 
1 радиан. Известно, что длина окружности содержит 
2л радиусов, следовательно, 

360° •= 2л {рад), 

180°»= л {рад), 

отсюда на 1 радиан приходится: 

—в сто 1 ПГ л л о// 

я 3,14159... и 44 ' 8 * 

Менее точно будет принять радиан равным 57°18'. 

Пусть а — градусная мера некоторого угла, а — 
радианная мера того же угла; тогда справедлива сле- 
дующая пропорция: 

а : 180 = а: я, 

откуда 

яа , , 

а = Т 80 * (О 

Составим с помощью формулы (1) таблицу радианной 
и градусной мер некоторых углов. 


а° 

30° 

45° 

60° 

90° 

120° 

135° 

сл 

о 

о 

ОО 

о 

о 

270° 

360 е 

а 

я 

я 

Я 

Я 

2 

3 

5 


3 


т 

4 

3 

2 

з я 

7 я 

7 я 

Я 

7 я 

2л 


В этой таблице приведены радианные меры наиболее 
часто встречающихся углов, причем эта мера выражена 
с помощью числа л, приближенное значение которого 

можно взять с желаемой точностью. Например, 30° = ~ 
(рад), откуда 

30° « (рад) « 0,52 (рад), 30° - {рад) ~ 

0,5236 (рад) и т. д. 
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Из формулы (1) можно найти угол в а 0 ; получим: 


а 


о 


180° а 
я 


(2) 


Формула (2) дает градусную меру угла по радианной. 
Пример, а = 0,3; найти а 0 : 

о 180° -0,3 54° ,_ 0 

а =-1Г“ ~ зЛ7~ 17 ' 

Для быстрого перевода любых углов из градусной меры 
в радианную и наоборот во всех справочниках имеются 
соответствующие таблицы. 

Решим два примера, пользуясь четырехзначными таб- 
лицами В. М. Брадиса. 

Пример 1. Перевести в радианную меру угол 
64°38'. По таблицам Брадиса (см. стр. 47) находим; 

64° 36'= 1,1275 
2' = 0,0006 

64° 38'= 1,1281 [рад) ' 

Пример 2. Выразить в градусах и минутах угол 
2,154 рад. 

Так как в таблицах Брадиса такого угла нет, то его 
градусную меру будем находить в два этапа: 

1,1537 рад = 66° 6' 

1,0003 рад= 57° 19' 

2,154 рад =123° 25' 


§ 97. Длина дуги окружности 

Из формулы а = 1/г (см. § 77) следует, что I = га\ 
иными словами, длина дуги окружности равна радиусу, 
умноженному на радианную меру центрального угла, 
соответствующего этой дуге. 

Пример. Вычислить длину дуги окружности ра- 
диуса г = 20 см, если дуга содержит 34°18' (дуговых).. 
Центральный угол, соответствующий этой дуге, также со- 
держит 34°18' (угловых), но 

34° 18' = 0,5986 {рад), 

а потому 

1 = 20 ■ 0,5986= 11,972 (см). 
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§ 98. Определение тригонометрических функций 
любого угла 

В школьном курсе геометрии для VIII класса дают- 
ся определения синуса, косинуса, тангенса и котангенса 
острого угла ос как отношения сторон прямоугольного 
Треугольника (рис. 68): 

а_ противолежащий кате т 

с гипотенуза ’ 

Ь_ прилежащий катет 

с гипотенуза ’ 

а_ _ противолежащий катет 
Ь прилежащий катет ’ 

Ь_ _ прилежащий катет 
а противолежащий катет ' 


8Іпа = 
соза = 
*?а = 
а = 


Так как эти определения относятся только к острому уг- 
лу а(0< ос < 90°), то нельзя говорить о синусе, косинусе. 


тангенсе и котангенсе та- 
ких углов, как, например, 
углы 0°, 90°, 120°, посколь- 
ку острый угол прямо- 



Рис. 68. 



угольного треугольника не может принимать таких зна%„ 
чений. 1 

Однако можно по-новому определить эти величины 
так, чтобы они относились к любому углу ос. 

Проведем две взаимно перпендикулярные оси Ох и 
Оу. Иэ> точки О их пересечения произвольным радиусом 
т опишем окружность, которая пересечет ось Ох в точке 
А (рис. 69). 

Пусть М — произвольная точка -на окружности, ей со- 
ответствует радиус-вектор ОМ = г = {х, у}. Начальной 
стороной угла АйМ = а всегда будем считать сторону 
О А, лежащую на оси Ох, конечной стороной — ОМ, 

180 


Подчеркнем еще раз, что а — угол, образованный 
вектором г с положительным направлением оси Ох. 

'Определение 1 . Синусом угла а называется от- 
ношение ординаты вектора г к модулю самого вектора: 

зіпа = -у- , (1) 

Определение 2. Косинусом угла а называется от- 
ношение абсциссы вектора г к модулю самого вектора: 

соз а = . (2) 

Определение 3. Тангенсом угла а называется от- 
ношение ординаты вектора г к его абсциссе: 

= ( 3 ) 


Определение 4. Котангенсом угла а называется 
отношение абсциссы вектора г к его ординате: 


= ‘ : (4) 

Ясно, что синус, косинус, тангенс и котангенс — от- 
влеченные числа. С изменением угла а координаты х и 
у вектора изменяются, модуль вектора остается без из- 
менения, а потому зіп а, соз а, і^аи сід а будут перемен- 
ными величинами, зависящими от угла а; поэтому их 
называют тригонометрическими функциями угла а. 

Примечание 1. Кроме упомянутых выше четырех 
тригонометрических функций, иногда рассматриваются 
еще две функции. 

Определение 5. Секансом угла а называется 
величина, обратная косинусу: 

зес а = — - — , 
соз а 

Определение 6. Косекансом угла а называется 
величина, обратная синусу: 


созеса = — — . 

зш а ѵ-Ѵ 

Примечание 2. Если угол а острый, то новые 
определения тригонометрических функций совпадают 
у прежними, так как обе координаты, х и у, положитель- 
ны и являются катетами прямоугольного треугольника 
с острым углом а. 
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Примечание 3. На основании доказанной теоре- 
мы о том, что отношение проекции вектора на ось к мо- 
дулю вектора не зависит от. модуля вектора (см. теорему 
2 из § 89), можно дать более простые определения сину- 
са и косинуса угла а. Взяв в качестве г единичный век- 
тор, т. е. г = \г\ = 1, получим 

зіп и = -у — у, сов <х = -у- = х. 

Синусом угла а называется число, выражающее ор- 
динату у единичного радиуса-вектора, а косинусом уг- 
ла а называется число, выражающее абсциссу х еди- 
ничного радиуса-вектора. 

Такое истолкование синуса и косинуса удобно для 
изучения их изменений при вращении единичного радиу- 
са-вектора г = ОЛТ в направлении против движения ча- 
совой стрелки. 

Следствие. Из формул (1) и (2) вытекает, что 
х = г С05 а, у = г зіп а, где а — произвольный угол. Эти- 
ми равенствами будем пользоваться в дальнейшем. 

§ 99. Знаки тригонометрических функций 


Оси координат Ох и Оу делят окружность единичного 
радиуса на, четыре части, каждая из которых называет- 
ся четвертью или квадрантом. 
Нумерация четвертей показана на 
рис. 70. Пусть переменный вектор 

г = ОМ от первоначального по- 
ложения, совпадающего с векто- 

х ром ОА, вращается в положитель- 
ном направлении и совершает 
один оборот. Следовательно, угол 
а при этом изменяется от 0° до 
360° (в радианной мере от 0 
до 2я). Проследим за тем, как 
меняются в процессе вращения 

вектора ОМ знаки его координат хи у, так как от зна- 
ков координат зависят знаки самих тригонометрических 
функций. 

а) Ордината у остается положительной до тех пор, 
пока конец вектора ОМ, т. е. точка М, остается на 
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верхней половине окружности. Когда конец вектора 
описывает нижнюю половину окружности, ордината у 
отрицательна. Следовательно, синус положителен для 
углов, оканчивающихся в I и во II четвертях, и отри- 
цателен для углов, оканчивающихся в III и й IV чет- 
вертях. 

б) Координата х вектора ОМ положительна, если ко- 
нец вектора ОМ находится на правой половине окруж- 
ности, что соответствует углам, оканчивающимся в I и 
в_ІѴ четвертях. Если же конец вращающегося вектора 

ОМ описывает левую половину окружности, что соответ- 
ствует углам, оканчивающимся во II и в III четвертях, 
то координата л: отрицательна. Таким образом, косинусы 
углов, оканчивающихся в I ц в IV четвертях, положитель- 
ны, а во II и в III четвертях — отрицательны. 

в) Зная знаки координат хи у вектора г, легко уста- 
новить знаки тангенса и котангенса в каждой четверти, 

так как по определению а. — ~ . 

Отсюда следует, что тангенс и котангенс положитель- 
ны в тех четвертях, где обе координаты вектора одинако- 
вы по знаку, что имеет место для углов, оканчивающихся 
в I и в III четвертях. Во II и в IV четвертях тангенс и 
котангенс отрицательны, поскольку хи у противополож- 
ны по знаку. 

Результат исследования знака тригонометрических 
функций дается следующей таблицей: 


Четверть 

Функция 

I 

II 

III 

IV 

8ІП а 

+ 

+ 

_ 


соз а 

+ 

— • 

— 

+ 


+ 

— 

+ 


сіда 

+ 


+ 

— 


Примечание. Знак секанса совпадает со знаком 
косинуса, а знак косеканса со знаком синуса, что сле- 
дует из определений 5 и 6 § 98. 
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§ 100. Изменение тригонометрических функций 
при изменении угла а в пределах первой окружности 

Проследим за изменением каждой из четырех триго- 
нометрических функций в отдельности при изменении 
угла от 0 до 360 (от 0 до 2л). Для этого проще 
всего исходить из единичной окружности, для которой 
(см. § 98) . . 

5Іп а = у\ соз а = 

1. Изменение синуса. Если угол а возрастает от 0° 
до 90°, то 5іп а возрастает от 0 до 1 (рис. 71). При даль- 
нейшем возрастании угла от 90° до 180° синус убывает от 




1 до 0. В III четверти с изменением угла от 180° до 270° 
синус продолжает убывать от 0 до —1. В IV четверти 
при изменении угла от 270° до 360° синус возрастает от 
— 1 до 0. 

2. Изменение косинуса. На рис. 72 изображено изме- 
нение косинуса: в I четверти при возрастании угла а 
от 0° до 90° косинус убывает ,от 1 до 0; во- II четверти 
с возрастанием угла а от 90° до 180° соз а продолжает 
убывать от 0 до —1; при изменении угла а от 180° до 
270 соз сс возрастает от • 1 до 0: наконец, в IV четверти 
с изменением угла а от 270° до 360° косинус возрастает 
от 0 до 1. 

3. Изменение тангенса. По определению = 

Чтобы наглядно представить себе изменение ' тангенса, 
постараемся для каждого угла а подобрать на некоторой 
184 


і 


оси отрезок, алгебраическая' величина которого равна 

у і 

— , т. е. равна а. 

х # 

Построим окружность единичного радиуса. В конце 
радиуса СМ, лежащего на оси Ох, проведем касательную 
АТ, на которой точку А примем за начало отсчета отрез- 
ков. За положительное на- 
правление оси АТ примем 
направление от точки А 
вверх (рис. 73). 

Пусть вектор ОМ об- 
разует угол а с осью Ох. 

Продолжим прямую, на 
которой расположен век- 
тор ОМ, до пересечения 
с осью АТ в точке N, по- 
лучим отрезок АN на оси 
АТ. Докажем, что его ал- 
гебраическая . величина 
АЫ равна а. 

Если угол а оканчи- 
вается в I четверти, то от- 
резок ОЛ/ положителен. Из подобия треугольников 

ОМіМ и СМУѴ следует пропорция ^ , или = АЫ, 

т. е. а ~ ЛІѴ. 

Если угол а оканчивается во II четверти (рис. 74), 

то отрезок АN отрицателен. Координаты вектора ОМ 
в этом случае имеют разные знаки, а потому их отно- 
шение есть число отрицательное. Следовательно,- числа 

~ и ЛУѴ имеют одинаковые знаки, остается убедиться 

только в совпадении их абсолютных величин. Из подо- 
бия прямоугольных треугольников ОАШ, и ОЛуѴ (оба 
имеют по равному острому углу) имеем: 



Рис. 73. 


|М,М| 
I ОМ, I 


\аы\ 


или 


м,м 

ом. 


■= I ЛЛ7 1 


(отношение абсолютных величий двух чисел равно аб- 
солютной величине их отношения). Опуская знак абсо- 
лютной величины,- получим ~—АЫ, т. е. І§а = Л/Ѵ. 

В случаях, когда угол а оканчивается в III и 
в IV четвертя.4, предлагаем читателю самостоятельно 
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проверить справедливость равенства Іеа = ЛУ (см. 
І>ис. 73 и 74). 

Теперь легко установить следующее. 

1) Если угол а возрастает от 0° до 90°, то а = АИ, 
оставаясь положительным, возрастает неограниченно по 
мере того, как угол а все ближе подходит к углу в 90°, 

и перестает существовать 
при а == 90°, так как вектор 

ОМ становится параллель- 
ным оси АТ. Условно пишут, 
что 

І^а— ► + °° при а-» 90°. 

2) При возрастании угла 
а от 90° до 180° тангенс по 
знаку делается отрицатель- 
ным, а его абсолютная вели-: 
чина убывает до 0 (рис. 74). 

3) Так как (см. рис. 73) 
((* а = 1^(180° + а), то при 
изменении угла а от 180° до 
270° тангенс меняется так 
же, как в I четверти. 

4) Аналогично изменение ос в IV четверти такое 
же, как во II, что видно из рис. 74. 

4. Изменение котангенса. По аналогии с предыду- 
щим пунктом, в качестве оси выбираем касательную ВЬ, 
проведенную к единичной окружности в конце радиуса 
ОВ, лежащего иа оси Оу. Точка В — начало отсчета от- 
резков, -за положительное направление принято направ- 
ление от точки В вправо (рис. 75). Тогда ВР = сі§ а, 
где Р — - точка пересечения прямой, на которой располо- 
жен вектор ОМ, с осью Ві. Доказательство этого факта 
проведем в предположении, что угол а оканчивается 
в I четверти; рассмотрение же оставшихся трех случаев 
предоставляем читателю (см. рис. 75 и 76). 

В самом деле, из подобия прямоугольных треуголь- 
ников ОММі и ОВР следует пропорция 



ОМ, ВР х ВР 
М,М ~ ОВ или у = НГ* 


( 1 ) 


Итак, ~ = ВР, т. е. с!§ а = ВР. 
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Теперь легко проследить за изменением котангенса 
при изменении угла. 

1) При а = 0 отрезок ВР параллелен оси Ох, следо- 
вательно, контангенс угла в 0° не существует. 

Пусть а изменяется от 0°-до 90°, Тогда отрезок ВР, 
оставаясь положительным, уменьшается от неограничен- 
но больших значений до 0 (см. рис. 75). 

2) При изменении угла от 90° до 180° отрезок ВР 
по абсолютной величине неограниченно возрастает; 



оставаясь по знаку отрицательным (рис. 76). Следова- 
тельно, котангенс продолжает убывать, переставая су- 
ществовать при а = 180°, что условно запишем так: 
сіе а-* — оо при а— ► 180°. 

3) Если угол а изменяется от 180° до 270°, то сіе а 
изменяется так же, как и при изменении угла а от 0° 
до 90°, т. е. убывает от оо до 0. Это вытекает из того, что 
сі^ а = сіе (180° + а), в чем легко убедиться геометри- 
чески (см. рис. 75). 

4) Аналогично при изменении угла от 270° до 360° 
котангенс изменяется так же, как и при изменении угла 
от 90° до 180° (см. рис. 76). 

§ 101. Построение угла по заданному значению 
тригонометрической функции 

Построение угла а рассмотрим на примерах. 

Пример 1, зіпа = 
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V 




Радиус окружности ОВ = 1 делим на три равные час- 
ти '(рие. 77). На расстоянии 2/3 от точки О проводим 
перпендикуляр к ОВ до пересечения с окружностью 




в точках М и Мі. Получаем два искомых угла! 
^ АОМ = щ и ^ АОМ і == (Хг- 

з 

Пример 2. зіпа= — 

Построение, аналогичное описанному выше, дано на 
рис. 78. Получаем два угла: первый, а ь оканчивается 
в III четверти, второй, гіа, оканчивается в IV четверти. 




Пример 3. соз а = ^ 

Горизонтальный радиус О А = 1 (рис. 79) делим на 
пять равных частей. На расстоянии у от точки О прово- 
дим перпендикуляр к О А до пересечения с окружностью 
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в точках М и М и получаются два угла аі и а 2 , оканчи- 
вающиеся в I и в IV четвертях. 

Пример 4. соза= — 0,7 = — ~ . 

Построение дано на рис. 80. Получаем два угла: пер- 
вый, аі, оканчивается во II четверти, второй, а 2 , 
в III четверти. 

Пример 5. 1да=1,5=-|. 

Строим произвольную окружность и ось тангенсов АТ 
(рис. 81). На оси тангенсов от точки касания А откла- 



окружности и продолжаем ОМ за центр до получения 
второй точки пересечения М х . > Тогда аі = Д АОМ и 
аг= /. АОМі — искомые углы. 

Пример 6. = — у. 

Построение аналогично предыдущему и дано на 
рис. 82. 

При м е ч а н и е 1. Двойственность в ответах отпада- 
ет, если на угол а наложено ограничение; например, 

іда=--і (90°<а< 180°). 

Теперь угол а должен быть взят только из второй 
четверти (угол аі на рис. 82). 
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Примечание 2. Построение угла по секансу и ко- 
секансу может быть заменено построением по косинусу 

и синусу. Например, если зес а = 2, или — — = 2, то 

соз а ’ 

1 

соз а = -^ . 

.Точно так же нет нужды строить угол по котангенсу. 
Из равенства сІ:да = у следует, что і^а = -|-. 

§ 102. Значения тригонометрических функций 
некоторых углов 

Такие углы, как 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270°, 360°, 

или, в радианной мере, 0, -у, -у, п , я, 2я, будут 

в дальнейшем часто встречаться. Значения тригономет- 
рических функцйй этих углов рекомендуем запомнить. 
Поясним, как найдены числа, помещенные в таблицу: 


N. Угол а 

Название N. 
функции 

0° 

30° 

45° 

60° 

90° 

180° 

270° 

360° 

Г у = 5ІП а 

' 0 

1 

2 

Ѵ2 

2 

Ѵз 

2 

1 

0 

-1 

0 

г х = соз а 

і 

Ѵз 

2 

Ѵ2 

2 

1 

2 

0 

-1 

0 

1 

г у , 

Г Х 

0 

1 

Ѵз 

1 

Ѵз 

Не су- 
ществ. 

0 

Не су- 
ществ. 

0 

Г Х _ х 

Не су- 
ществ. 

Ѵз 

1 

1 

0 

Не су- 
ществ. 

0 

Не су- 
ществ. 

Г У 

Ѵз 


Пусть а = 30°, т. е. радиус-вектор ОМ единичного 
круга образует угол в 30° с осью Ох; обе координаты 
положительны и представляют собой катеты прямоуголь- 
ного треугольника с гипотенузой г = 1. 
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Следовательно, х 2 + у 2 = 1. Но У = у (катет против 
угла в 30° равен половине гипотенузы), а потому 

Следовательно, зіп 30° = -^-, соз 30° = , і§30° = 

= І = 7Г> с^зо° = | = 1/"з: 

Подобным образом могут быть вычислены значения 
тригонометрических функций остальных углов, что реко- 
мендуем проделать читателю. 


§ 103. Зависимости между тригонометрическими 
функциями одного и того же угла 

Пусть а — произвольный угол, образованный векто-ч 
ром ОМ о осью Ох, тогда 

зіпа = у*, соза = у. (1) 

Возведем равенства (I) в квадрат и сложим почленноі. 


+ 2 

соз 2 а = —г 
г 2 

зіп 2 а + соз 2 а = . (2) 

ѵ* Г л х 7 

Но координаты вектора хну, взятые по абсолютной 
величине, представляют собой длины катетов; сумма их 
квадратов равна квадрату гипотенузы: 

х 2 + у 2 = г 2 , 

вследствие чего равенство (2) примет вид 

зіп 2 а + соз 2 а — 1 ' (3) 

Сумма квадратов синуса и косинуса одного и того 
же угла равна 1, • 


По определению іда = -|-; -величина дроби ~ не из- 
менится, если числитель и знаменатель разделим на 
число г. 



зіп а 
соз а ’ 


*еа = 


зіп а 
соз а 


(4) 


Тангенс угла есть отношение синуса этого угла к ко- 
синусу того же угла (предполагается, что соз а ф 0) , 

По определению с{д<х = -^. Но 

X 

х _г_ _ соз а 

у _у_ зіп а * 

Г % 


Следовательно, 


сіда = 


соз а 
зіп а 


(5) 


Котангенс угла есть отношение косинуса этого угла 
к синусу того же угла (зіп а Ф 0). 

Если к- тождествам (3), (4) и (5) присоединим еще 
Два, 


зес а = 


созес а : 


зіп а 


( 6 ) 

(7) 


то получим пять независимых ^фуг от друга соотноше- 
ний между шестью тригонометрическими функциями од- 
ного и того же угла. 

Выведем некоторые следствия из равенств (3) — (7). 
1) Перемножив равенства (4) и (5), получим: 


или 


• с^а= 1, 


сІда = 


і§а 


Котангенс угла есть величина, обратная тангенсу, 
и наоборот. 
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2) Разделим обе части равенства зіп 2 а Ч- соз 2 а = Т 
на соз 2 ос; получим: 


зіп 2 а . _ 1 

соз 2 а соз 2 а 

На основании равенств (4) и (6) имеем: 

і§ 2 а + 1 = зес 2 а. 

Подобным же образом делением обеих частей того же 
равенства (3) на зіп 2 а получим: 

1 + сі§ 2 а = созес 2 а. 


§ 104. Вычисление значений всех тригонометрических 
функций по заданному значению одной из них 

Пример 1. Дано: зіп а = 0,6. Найти значения всех 
остальных функций. 

1) Сразу можно найти обратную величину синуса, 

т. е. созес а = = 4 . 

и, о о 

2) Из соотношения зіп 2 а + соз 2 а = 1 находим: 

соз а = ±' У 1 — (0,6) 2 = ± у . 

Двойной знак ± пишем потому, что неизвестно, в ка- 
кой четверти оканчивается угол ат 

3) Находим обратную величину косинуса: 


зес а = 


соз а 


4) Из тождества 


- = {§а находим тангенс: 


іда = - 


4 • 


5) По тангенсу находим обратную ему величину: _ 
сі§а= ± 

Примечание. Если известно, в какой четверти 
оканчивается угол а, то этим двойственность в знаках 
устраняется. 


7 Р, А, Калнин 
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Пример 2. (да = —2,4 (90° < а < 180°). Вычислить 
значения остальных тригонометрических функций. 


1) с1$а = 


1 Ю 

- 2,4 24 


_ 5 _ 
12 • 


2) Из соотношений 1 + а = зес 2 а находим: 


зес а = — У\ + (-2,4) 2 = - 4г. 

3) соз а = — Л . 

4) Из тождества = і^а следует, что зіп а =» 

— соз а а; отсюда 


зі„а-(— Д-)(— 2,4) — ц. 


Г\ іо 

5) созеса = -у5-. 

Ниже приводится таблица, в которой любая из четы- 
рех функций — зіп ос, соз а, а и сі^ а — выражена че- 
рез любую из остальных трех, в предположении, что не 
указано, в какой четверти оканчивается угол а. 

Рекомендуется учащемуся самостоятельно составить 
эту таблицу. 


'Ч Через 
\функции 

Функции \ 

зіп а 

соз а 

І8 а 

сіе о 

8ІП а 

зіп а 

±Ѵ 1— соз 2 а 

*8 а 

I 

±Ѵ \ +1ё 2 а 

±Ѵ 1 + сі§ 2 а 

соз а 

±Ѵ 1 — зіп 2 а 

соз а 

1 

сІ8 а 

±Ѵ 1 -И§ 2 а 

±У 1 +сі§ 2 а 

<8 а 

зіп а 

± V 1 — соз 2 а 

<8 а 

1 


соз а 

±У 1 — $іп 2 а 

сі^а 

с!§а 

±Ѵ 1 — 8Іп 2 а 

соз а 

1 

с<в а 

зіп а 

±У 1 — соз 2 а 

<8 а 


§ 105. Разные примеры и задачи 


Пример 1. Вычислить значение дроби 
2 


8Іп а — соз а 


зіп а + соз а 

при іеа = не- 
разделим числитель и знаменатель данной дроби на 
соз а (соз а ф 0), отчего величина дроби не изменится; 
получим: 

2 




1§а + 1 


х 2 — 

при а=- 


- 1 
о 

Т + 1 


Пример 2. Дано: 

а + сід а = р. 

Найти сумму ід 2 а + сід 2 а. 

Возводим обе части равенства. (1) в квадрат: 

(д 2 а + сід 2 а + 2 (да • сід а = р 2 , 


(О 


откуда 

ід 2 а + сід 2 а = р 2 — 2. 

Пример 3. Показать, что дробь 
зіп а + (д а 
соз а + с1§ а 

не может принимать отрицательных значений. 
Преобразуем данную дробь: 



зіп а + 

зіп а 

( соз а + 1 \ 

зіп а + ід; а 

зіп а і 

соз а 

і соз а / 

соз а + сі§ а 

соз а + 

соз а / 

' зіп а + 1 \ 

— : — соз а 

: 


' 

зіп а ' 

^ зіп а / 


зіп 2 а 1 + соз а 


соз 2 а 1 + зіп а 

п2 


>о-. 


зіп-' а 1 + соз а 
и 


так как каждый из двух множителей соз2а « 1+5Іпа 

не может быть отрицательным, то и их произведение 
неотрицательно. 

Пример 4. Найти угол *(0<х<-у|, если 
3 зіп х = 2 соз 2 .іс. Име.ем: , 

3 зіп х = 2(1 — зіп 2 лг), 


Т 
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или 


2 5ІП 2 л: -Ь 3 8ІП л: — 2 = 0. 

Э т0 квадратное уравнение относительно біп х: 

№4 ± '^~ ТЖ ; ■ 


БИТ X, = 


п, 2 
•3-5 


4 = — 2 (невозможно), 

- 3 + 5 __ I 
4 2 ‘ 

я 


8Ш Х 2 = - 


Искомый острый угол х = ^г (рад), или х = 30 


§ 106. Доказательство тождеств 


•В тригонометрии часто встречаются два разных по 
внешнему виду выражения, которые, однако, при всех 
допустимых значениях углов принимают одинаковые 
численные значения. Такие два выражения называются 
тождественными. Убедиться в том, что данное равенство 
представляет собой тождество, или, как говорят, дока- 
зать тождество обычно удается преобразованием 
одной части равенства и приведением ее к другой части. 
Рассмотрим несколько примеров. 

Пример 1. Доказать тождество 

(віп а + сов а) 2 1 __ , „ 

с1§ а — зіп а • соз а ^ а ' 


Приведем левую часть к правой: 

(зіл а + соз а/’ -- I _ зіп 2 а + соз 2 а + 2 зіп а соз а — I 

с(§ а — зіп а • соз а соз а = 

— - — зіп а соз а 

зіп а 


2 зіп а соз а 


соз а 


(- 4 - 

\ зіп а 



2 зіп а 
1 — зіп 2 а 
зіп а 


2 зіп 2 а 

соз 2 а 


= 2 1 & 2 а. 


Левая часть исходного равенства обратилась в точности 
в такое же выражение, какое стоит в правой части, и 
этим тождество доказано. 

Пример 2. Показать, что 


2 — созес 2 а 
і§а - і 


— со$ес 2 а + 1 — сі^ а. 
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Приводим снова левую часть, как более сложную, к пра- 
вой, причем все тригонометрические функции будем вы- 
ражать через котангенс: 

2 — созес 2 а 


а - 1 

1 — (созес 2 а — 1) 


созес 2 а + 1 = 


1 


1 


— (созес 2 а — 1) = 


1 — с!§ 2 а 

ПесГ 


■ сІ § 2 а = 


сід а сі§ а 

_ с ^а (1 -сіда) (1 Гсіеа) _ с ( д 2 а _ 

(1 — сІ0 а) ь 

= сід а + сі§ 2 а — сід 2 а = сід а. 

Пример 3 . Доказать тождество 

і§ 2 а — зіп 2 а =Д§ 2 а • зіп 2 а. 

Приведем правую часть к левой: 

.о зіп 2 а . 9 1 — соз 2 а . 9 

ш 2 а зіп* а = — 5— зіп- а = 5 зіп- а = 

° еле* п 


соз^ а 


= ( — \ і)5Іп 2 а = 

\ соз 2 а / 


зпг а 
соз 2 а 


зіп 2 а = 1д 2 а — зіп 2 а. 


В некоторых случаях при доказательствах тождеств 
удобнее преобразовать как правую, так и левую части 
к одному и тому же выражению. 

Пример 4 . Доказать тождество 


і§а + 


1 


I 


зт 2 а 


соз 3 а зес а — а соз 3 а 


( 1 ) 


Представим данное равенство в следующем виде: 


І8СС + 


1 


1 


*§а + 


со5 3 а соз 3 а зес а — ід а 
Преобразуем левую часть: 

1 зіп 2 а зіп а соз 2 а + 1 — зіп 2 а 


( 2 ) 


соз 3 а соз 3 а соз 3 а 

зіп а соз 2 а + соз 2 а соз 2 а (зіп а + 1) 


зіп а + ! 


соз 3 а 


соз 3 а 


Преобразуем правую часть: 

1 1 соз а 

"&ес а — 1д а 1 зіп а — 1 — зіп а 

соз а соз а 

соз а (1 4- зіп а) соз а (1 + зіп а) _ 1 + зіп а 

— (1 — зіп а) (1 +зіп а) — соз 2 а соз а * 

Этим справедливость тождества доказана. 
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§ 107. Приведение тригонометрических функций 
отрицательного аргумента к функциям 
положительного агрумента 


Пусть вектор ОМ образует с осью Ох угол а; вектор 
ОМ угол ( — а) (рис. 83; ОМ =1); тогда 

ьіпа = ОМі\ 5Іп(— а) = ОМ 2 . 


По абсолютной величине проекции ОМ { и ОМ 2 равны 
между собой, по знаку — противоположны; следова- 



тельно, 

ОМ 2 = — ОМ и 
или 

5Іп( — а) = — зіп а. 

Точки М и М' симметричны 
относительно оси Ох, т. е. ле- 
жат на одном перпендикуляре 
к оси и на равном расстоянии 
по обе стороны от нее, поэто- 
му векторы ОМ и ОМ' имеют 
одну и ту же проекцию на ось 
Ох; следовательно, 


Теперь легко выводим: 


соз(— а) = соз а. 


(-<*) = 
с*е(-а) = 
зес(— а) = 


зіп (-а) ^ - зіп а _ . 

соз (— а) ~ со$а — 

соз (—а) _ соз а _ , 

зіп (-а) — -зіп а — ~ с ‘б' а > 

соз (-а) — соз а = 5ес а ’ 


созес(— а) 


1 1 
зіп (-а) -зіп а 


— созес а. 


Таким образом, знак минус в аргументе у косинуса и 
секанса можно просто опустить, а у синуса, тангенса, 
котангенса и косеканса знак минус выносится и ставит- 
ся перед обозначением самой функции. Другими слова- 
ми, у = соз х — четная функция (§ 50), а (/ = зіпл-, 
У = х и у = сі^ х — нечетные функции. 
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Примеры. 1) 8Іп ( — 120°) = -з(п120 а =» -зт60° = ’ 

= _У±. 

2 * 

2) соз( — 210 0 ) = соз210 0 = 

- соз (180° + 30°) = - соз 30° *= -- Ц- \ 

3) »в(— г)“ “ 1; 

4) созес ( — 300’) = — созес 300° = — созес (360° — 60°) = 

= созес 60° = — . 

/3 


§ 108. Формулы приведения 


В этом параграфе будут даны формулы, по которым 
можно значения тригонометрических функцій любого 
угла а, не выходящего из границ 0° 4І. а 360 р , вьфа* 
зить через соответствующие значения тригонометриче? 
ских функций острого угла. Такие формулы называются 
формулами приведения. 



1. Формулы приведения для углов, оканчивающихся 
во П четверти. Всякий угол, оканчивающийся во II чет- 
верти, можно представить либо как сумму 90°.+; а, либо 
как разность 180° — а. Например, 

1 15° = 90° -К 25°, 115° = 180° — 65°. 

Соответственно этим двум разным представлениям од- 
ного и того же угла получим две серии формул приве- 
дения. ( 

На рис. 84 изображены две окружности единичного 
радиуса; в первой из них построен угол 90°. + а, во вто- 
рой — угол а. 
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Пусть ОМ = {х,у), О^Ѵ = {*,,«/,'}; " 

8іп (90° + а) = ОМ, = у, 

С08 а = 0,,/Ѵ, = лг,. 

Из равенства прямоугольных треугольников ОМ,М 
и 0,Л^,Л/ следует, что | ОМ, | = 1 0,М, |, или |у| = |х,|. 



Опуская знак абсолютной величины, поскольку у и Х\ 
положительны, получим у = х и или зіп(90° +. а) = соз а. 
Из этого же рис. 84 следует, что 

соз (90° + а) = ОМ 2 , зіп а = 0,(Ѵ 2 . 

По абсолютной величине проекции ОМ 2 и 0,(Ѵ 2 равны, 
по знаку противоположны, а потому 

соз (90° + а) = — зіп а; 


{д(90° + а) = 


8іп (90° + а) 
соз (90° + а) 


сід (90° + а) = -1 ( ^° + а) 
6 ; зігі (90° + а) 


соз а 

— зіп« 

— зіп а 

соз а 


-сіе а; 


-{да. 


На рис. 85 имеем другую пару единичных окружностей, 

в которой вектор ОМ образует с осью Ох угол 180° — а 
вектор 0,УѴ — угол а: зіп (180° — а) = ОМ,, зіпа = 0,(Ѵ,.’ 
Координаты ОМ, и 0,М і равны друг другу по величине 
й знаку: 


ОМ, = 0,УѴ,, 
или 


Далее, 


зіп ( 1 80° — а) = зіп а. 
соз (180° — а) = ОМ 2 , соз а = 0,^2. 
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По абсолютной величине координаты ОМ 2 и О іУѴ 2 рав-* 
ны, по знаку противоположны: 

ОМ% = - — ОіЛ/ 2> 


или 


соз (180° — а) = — соз а. 

Теперь можно найти значения тангенса и котангенсам 


(180° — а) = 


зіп ( 180 ° — а) 
соз ( 180 ° — а) 


зіп а 
— соз а 




сід ( 1 80° — а) = — сід а. 

Пример ы. 1) зіп 150° = зіп (180° — 30°) = зіп 30° =-тг > 

2) с1 8 120° = сі§ (180° — 60°) = — сі§ 60° = 

3) соз 1 10° = соз (90° + 20°) = -зіп 20° « - 0,342. 

2. Формулы приведения для углов, оканчивающихся 
в Ш четверти. Угол, оканчивающийся в III четверти. 



можно представить либо как сумму 180°+; а, либо как 
разность 270° — а. 

На рис. 86 на двух единичньіх окружностях изобра- 
жены углы 180° + а и а: 

зіп (180° + а) = ОМ], зіп а = ОМ; 

координаты ОЛІі и О іЛ^і по абсолютной величине рав- 
ны, но противоположны по знаку; следовательно, ОМ і=*. 
— ііѴі, или і 

зіп (180° +.а) = — зіп а. 


204 


Подобным же образом устанавливаем, что 
соз (180° + а) = — соза, 
і&(180° + а) = іда, 
сІд(180° + а) = сі:да. 

На рис. 87 изображены углы 270° — а и а на двух 



единичных окружностях. Согласно изображению на 
рисунке, имеем 

зіп(270° — а) = ОМ и соза = О, Ѵ 2 ; ОМ, = — 0,Ѵ 2 . 
откуда 

5 іп( 270 ° — а)= —соза. 

Подобным же образом находим, что 

соз (270° — а) = — зіп а, 

♦8(270* -а) -сіе а, 
сІ^(270°-а) = Іда. 

Примеры. 1) зіп 250°= зіп (270° — 20°) = —соз 20° « 
« —0,9397; 

2) соз 240° = соз (180° + 60°) = — соз 60° = — у. 

Рекомендуем читателю вывести самостоятельно фор- 
мулы приведения для углов, оканчивающихся в IV чет- 
верти, т. е. углов вида либо 270° + а, либо 360° — а. 

§ 109. Общность формул приведения 

При выводе формул приведения мы предполагали, 
что входящий в состав аргумента угол а — острый. Од- 
нако формулы остаются справедливыми и при любом а. 
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Покажем, например, что имеет место формула 

зіп (90° сЬ. а) = С 08 а. ( 1 ) 

Во-первых, из справедливости ее для углов, изменяю- 
щихся в пределах первой окружности, следует справед- 
ливость для любых углов. Действительно, если угол 
а > 360° или а < 0°, то его можно представить в виде 
а — Р + 360° • л, где р < 360°, л — целое (положительное 
или отрицательное) число. Но согласно определению 
тригонометрических функций (§ 98) зіп(90° + а) = 

= 5іп[360°-л + (р + 90°)] = зіп (р + 90°), сое а = 
= соз(р + 360°- л) = соз р; следовательно, зіп(90°+сс) = 

— соз а, так как для р эта формула по предположению 
уже выполняется *). 

Докажем теперь формулу (1) для углов а, изменяю- 
щихся в пределах первой окружности. 

Пусть а — угол II четверти, т. е. а = 90° + р, 
0 < р < 90°. Тогда, так как 

зіп (90° + а) = зіп (180° + Р) = -зіпр, 
соз а = соз (90° + Р) = —зіп р, 

то левая и правая части равенства (1) совпадают, сле- 
довательно, в этом случае формула справедлива. 

Пусть теперь а — угол III четверти, т. е. а = 180° -{- 6, 
0 < р < 90°. Тогда 

зіп (90° + а) = зіп (270° + Р) = -созр, 
соз а = соз (180° + Р) = — созр, 

откуда опять следует справедливость соотношения (I). 
Пусть, наконец, а — угол IV четверти, т. е. а = 

- 270° + р, 0 < р < 90°. Тогда 

зіп (90° + а) = зіп (360° + Р) = зіп Р, 
соз а = соз (270° + Р) = зіп р. 

Следовательно, и в этом случае формула (1) верна. 

Итак, справедливость формулы (1) доказана для 
любых углов. 

Подобным образом можно проверить справедливость 
любой из формул приведения. 


*) Свойство тригонометрических функций, которым мы здесь 
воспользовались, носит название периодичности и будет особо рас- 
смотрено в § 112. 
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§ ПО. Два правила для запоминания 
формул приведения 


1. Если аргумент (угол) приводимой тригонометри- 
ческой функции имеет вид (180° — а), (180 а + сс), 

(360° — а), или в радианной мере, (я — а), (л + а), 
(2я — а), то название приводимой функции не меняется. 
Знак в правой части формулы приведения пишется в за- 
висимости от того, какой знак имеет приводимая функ- 
ция в данной четверти. 

Примеры. ]) со$ 150°= соз(180°— 30°) = — соз30° = 



Знак минус взят потому, что угол 150° окан- 


чивается во второй четверти, где косинус отрицателен. 

2) (§ 240° = {§(180° + 60°) = 60° = УЗ . Угол 240° 

оканчивается в III четверти, где тангенс положителен. 


3) зіп 3 1 5° = зіп (360° — 45°) = — зіп 45° = - . Угол 

315 оканчивается в IV четверти, где синус отрицателен. 


4) соз ^ = соз(я + ^)= -соз| = 



2. Если аргумент приводимой тригонометрической 
функции имеет вид (90° — а), (90° + а), (270° — а), 
(270° а), или, в радианной мере, 


( п \ 

/ Я , \ 

/ з \ 

/3 \ 


(т + а ) ’ 

І2 а )> 

(т я . + а ) 


то название приводимой функции меняется на сходствен- 
ное: синус переходит в косинус, и наоборот ; тангенс пе- 
реходит в котангенс, и наоборот ; секанс — в косеканс, 
и наоборот, знак в правой части формул пишется согла- 
сно знаку приводимой функции в данной четверти. 

Примеры. 1 ) зіп 100° = зіп(90° -ЬЮ°) = соз 10°. 
Угол 100° лежит во второй четверти, где синус имеет 
положительное значение. 

2) соз 300° = соз (270° + 30°) = зіп 30° = ~ . 

3) 135° = !§; (90° + 45°) = — сід 45° = -I. 

4) + 
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§ 111. Тригонометрические функции 
числового аргумента 

При изучении функции вида у = ах 2 (см. § 52) отме- 
чалось, что эта функция отражает различные конкрет- 
ные явления нашей действительности, например: 

1) закон свободного паденця тела в пустоте, тогда 

„ ч 

х — время, у — пройденный путь, а = - 

2) зависимость между площадью круга и радиусом; 
здесь х — радиус, у — площадь, коэффициент а = л; 

3) сопротивление среды движению тела, у = кх 2 , где 
х — скорость, у — сила сопротивления. 

Во всех этих случаях одна из переменных величин 
изменялась пропорционально квадрату другой. При ма- 
тематическом изучении функции у — ах 2 мы отвлекаемся 
от физического или геометрического смысла переменных 
и под буквами хи у подразумеваем числа. Аналогично 
поступают и при изучении тригонометрических функций. 
Аргумент х принимается за некоторое число, тогда 

1) зіп 0,5 означает синус угла, равного 0,5 рад. 

2) соз 1,2 означает косинус угла, равного 1,2 рад. 

3) 1§(соз я) = і§( — 1) = — і§1, где 1 означает тан- 
генс угла, равного одному радиану. 

Определение. Тригонометрической функцией 
числового аргумента х называется (одноименная) функ- 
ция угла, содержащего х рад. 

Примечание. Для отыскания значений синуса й 
косинуса числового аргумента в конце книги приведена 
таблица. По ней находим: 

5Іп 0,75 = 0,6816, 
соз 1,3 = 0,2675. 

§ 112. Периодичность тригонометрических функций 

Пусть вектор ОМ в единичном круге образует угол а 
с осью Ох (рис. 66) . Если к аргументу, т. е. к углу а, 
прибавим любое целое число оборотов, то конец вектора 

ОМ окажется в прежней точке окружности и от такого 
увеличения аргумента на целое число оборотов значения 
тригонометрических функций не изменятся, каков бы ни 
был исходный угол а. 
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Определение I. Функция называется периоди- 
ческой, если существует число, отличное от нуля, при- 
бавление которого к любому значению аргумента не ме- 
няет значения функции. 

Определение 2. Наименьшее положительное чис- 
ло, прибавление которого к любому значению аргумента 
не меняет значения функции, называется периодом 
функции*). 

Все тригонометрические функции периодичны, при- 
чем период синуса, косинуса, секанса и косеканса ра- 
вен 2л, а для тангенса и котангенса период равен 

л (180°), что видно из фор- 
мул приведения. 

Свойство периодично- 
сти функции /(*) приня- 
то записывать следующим 
образом: 

/(*) = /(* + Г), 



Рис ' 88- где Т — период функции 

(рис. 88). 

по отношению к тригонометрическим функциям, ар- 
гумент которых обозначим через х, свойство периодич- 
ности запишется так: 

5Іп(х + 2л) = зіпл:, соз(х + 2я) = созх, 

(х + л) = х, с{& (х + л) = сід х. 

Примечание 1. В том, что период функции зіп х 
равен 2л и не меньше, можно убедиться путем следую- 
щих рассуждений. 

Допустим, что существует число / такое, что 

зіп(л: + /) = зіп х (1 ) 

при любом значении х. Тогда при х = 0 и' при х= — 
из тождества (1) следует: 

5ІП / = 0, 8ІП (у +/)«■!, 

или 

ЗІП 1 = 0, соз/ = 1. 


) Иногда под словом «период» понимают любое положитель- 
ное число, отличное от нуля, прибавление которого к любому зна- 
чению аргумента не меняет значения функции. ‘Наименьшее же чис- 
ло с таким свойством называют основным периодом. 
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Наименьший положительный угол 7, синус которого 
равен нулю, а косинус равен 1 — это угол 2 л (рад). 

Примечание 2. Период можно не только прибав- 
лять к аргументу, но и вычитать из него; кроме того, 
прибавлять к аргументу можно любое целое число пе- 
риодов, а также вычитать любое целое число периодов: 

зіп (х + 2лк) — зіп х, ід(л: +' лк) = {дх, 


где к — любое целое число, положительное или отрица- 
тельное — все равно. 

Примеры. 1) $іп ( — 330°) = 5Іп( — 330° + 360°) = 
= зіп 30° = -^-. Здесь к аргументу был прибавлен период. 

2) зіп 765° = зіп (45° .+ 2 • 360°) = зіп 45° = Хр- . В этом 
примере из аргумента вычли два периода. 

3) іг(-^)-и!(-^+бл)-іе|-ѵТ. 

К отрицательному аргументу | было прибавле- 
но шесть периодов (6л), что привело к положительному 
аргументу у . 

4) зіп 1200°= зіп(3 • 360° + 120°) = зіп 120° = зіп 60° = 
_ Уз 

2 ’ 

5) зіп ( — 5,6л) = зіп(— 5,6я + 6л) =зіп0,4л=соз0,1л«> 
~ 0,305. 


§ 113. Графики тригонометрических функций 

1. Графики функций у = зіпх и у = создс. Изобразим 
графически изменение функции у = зіп х при изменении 
аргумента х от х = 0 до х = 2л, или, в градусной мере, 
от 0° до 360°. Проще всего это можно выполнить так» 
Начертим окружность единичного радиуса и разде- 
лим ее на 16 равных частей (рис. 89). Каждому деле- 
нию дуги соответствует центральный угол 22° 30', или, 

в радианной мере, (рад). 

По оси Ох будем откладывать углы 
л я Л/ Зл л 5л 

и ’ Т 1 Т* 1Г ’ Т> 1Г* • • • » 

изображая их в виде отрезков в выбранном масштабе, 
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В точках деления восставим перпендикуляры к оси 
Ох и на них отложим значения синуса соответствующих 
углов. Значения синуса находим построением, проекти- 
руя точки деления окружности на ось Оу и перенося 
проекции на соответствующий перпендикуляр. Через 
концы перпендикуляров проводим плавную линию. По- 
лучим кривую, которая называется синусоидой. Мы по- 
строили лишь одну «волну» синусоиды, соответствующую 
изменению аргумента от 0 до 2л. В силу периодичности 



функции зіпх дальнейшее изменение аргумента х в про- 
межутке от 2л до 4л приведет к тому, что образуется 
вторая волна синусоиды, одинаковая с первой. 

То же самое произойдет, если мы захотим построить 
ту часть кривой, которая соответствует изменению аргу- 
мента х от 0 до — 2л. График отражает ход изменения 
функции. Из графика легко установить свойства функ- 
ции у = зіп х. 

1) Функция зіп х определена при любом действитель- 
ном значении аргумента х, т. е. ее область определе- 
ния — все действительные числа, принимаемые за ра- 
дианную меру угла. 

2) Все значения функции зіпх заполняют отрезок 
[ — 1, 1], т. е. — 1 <ізіп х4^. 1. 

3) Функция — нечетная, так как зіп( — х) = — зіпх. 
График симметричен относительно начала координат. 

4) В промежутке ( — у* у) функция зіпх возра- 
стает, изменяясь от —1 до +1; в промежутке (4, 
функция зіпх убывает от 1 до — 1. 

5) Функция достигает наибольшего значения при 

х ~~2 > у + 2л, у + 4л, . . . , ~ + 2л к, где к — любое це- 
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лое число, положительное, отрицательное и 0; в этих 
точках синус равен 1. 

6) Синус принимает наименьшее значение, равное 
— 1 , при х = - у ; - — + 2л; — у + 4л, .... и вообще 

при х = — 4^- + 2л к. 

7) Функция обращается в нуль при х = .. Зл, — 2л, 
— л, 0 , л, 2я, . . . , и вообще при х = лк (Дг = 0 , ±1, 
± 2 , ...). 

Зная график функции г/ = 5 іпх, легко получить гра- 
фик функции г/ = созх. Воспользуемся формулой 

СОЗ X = 5ІП [х + у'| , 



в точке х можно взять значение синуса в точке х + — , 
т. е. что графиком функции г/ = созх будет синусоида, 
передвинутая вдоль оси Ох на у влево (см. рис. 90) *). 

Из графика устанавливаем следующие свойства ко- 
синуса. 

1) Функция созх определена на всей числовой оси, 
так как каждому действительному числу х , принимае- 
мому за радианную меру угла, соответствует вполне 
определенное значение косинуса. 

2) Множество значений функции заполняет отрезок 

[- 1 , 1 ]. 

3) созх — четная функция, так как соз( — х) = со5х\ 
график симметричен относительно оси Оу. 


*') Подробнее о преобразовании синусоиды см. в § 138. 
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4) Функция сов* убывает в промежутке (0, я), изме- 
няясь от 1 до —1; в промежутке (— я, 0) функция воз- 
растает от — 1 до +1. 

5) Наибольшее значение, равное 1, созх достигает 
при х = 0, 2я, 4я, 2лк\ наименьшее значение, рав- 
ное — 1 , функция принимает в точках я, Зя, 5л, ... 
. . . , (2к + 1 ) я, к — 0 , ± 1 , ±2, ... 

6) Функция обращается в нуль, если аргумент х = 

“ ~2~ (2 к +1), к = 0, ± 1 , ± 2, . . . 

2. Графики функций у = ід* и у = сі? х. На рис. 91 
изображен график функции у = х, построенный тем 




же способом, что и график функции г/ = зіпх. Свойства 
функции і§х: 

1) Тангенс — периодическая функция с периодом, 
равным я. 

2) Функция определена на всей числовой оси, за 
исключением точек * = -|, -|я, -|я, ...,у(2й+1), 
к = 0, ±1, ±2, ... 

3) — неограниченная функция, так как может 
принимать какие угодно большие по абсолютной вели- 
чине значения. 

4) Функция нечетная, ибо 1^(— х) = — симмет- 
рия относительно начала координат отражена на гра- 
фике. 
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5) х возрастает в промежутках лк-~<х<-^ + 
+ лк. 

6) Наибольшего и наименьшего значений тангенс не 
имеет. 

7) Функция обращается в нуль при х = лк (к = 
= 0 ; ± 1 ; ± 2 ; . . .) . 

На рис. 92 изображен график функции у = сі§л:, ко- 
торый может быть построен сдвигом графика функции 

У = і§; х влево вдоль оси Ох на ~ с последующим отра-. 
жением относительно оси Ох, согласно формуле 

с{е*= (* + у). 

Постройте самостоятельно этот график и сформулируйте 
на его основе свойства котангенса. 


Упражнения 

1. Выразить в радианах величину того угла, который образуют 
стрелки часов, когда они показывают 2 ч., 6 ч., 8 ч. 

2. Найти радианную меру углов: 

1) 2°; 2) 5°; 3) 7°, 5; 4) 12°, 5; 5) 22°, 5; 6) 200°; 7) 320°. 

3. Найти радианную меру углов: 

1) 2700°; 2) 7200°; 3) 10 000°. 

4. Выразить в градусах и минутах величины дуг, радианная 
мера которых выражается числами: 


1) 


2л 

!Г : 




4) Зя; 5) 




5. Два угла треугольника содержат 59° и 69°. Вычислить в ра- 
дианах величину третьего угла треугольника. 

Ззх 2л 

в. Два угла треугольника содержат рад и -=-рад. Вычис- 

1 ѵ ІО 


лить, сколько градусов содержится в третьем угле. 

7 п 115 

7. Дуги составляют следующие части окружности: ; 

О 1 с о 

1; 1,75; 0,03; 0,005; 0,375. 

Какова радианная мера каждой из этих дуг? 

8. Дуга окружности радиуса Я — 6 см имеет длину, равную 
4,5 см. Какова радианная мера этой дуги? 

9. Пользуясь таблицей, перевести в радианную меру углы: 

1) 126°; 2) 279°; 3) 118°40'; 4) 250°20'; 5) 352° 10'; 6) 168° 15'; 
7) 56° 18'; 8) 472° 50'. 

10. Пользуясь таблицей, перевести в градусную меру углы: 

1) 0,4800; 2) 0,6510; 3) 1,2700; 4) 0,6270; 5) 1,3983; 6) 0,0099; 
7) 0,5000; 8) 2,6400. 
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11. Найти длину дуги окружности, если ее радиус равен 22,5 см 
и ее центральный угол равен 40°30'. 

12. Дуга окружности содержит 200°. Определить радиус окруж- 
ности, если длина дуги равна 50 см. 

13. Найти периметр и площадь сектора круга, радиус которого 
равен 15 см, если дуга содержит 54°. 

14. Вычислить площадь кругового сегмента, ограниченного ду- 
той в 45 44', зная, что радиус круга равен 47,34 м. 

15. Зубчатое колесо имеет 90 зубцов. Выразить в радианах 
угол поворота колеса, когда оно повернется на: 1) 30 зубцов; 
2) 25 зубцов; 3) 40 зубцов; 4) 200 зубцов. 

16. Какую угловую скорость имеет диск при 300 оборотах в 
минуту? 

17. Угловая скорость вала 42,3- . Определить число его обо- 

сек * 

ротов в минуту. 

18. Непосредственным построением и измерением в единичном 
круге (7? = 1) найти следующие величины: 

1) зіп 120°; 2) с(§ 60°; 3) соз 75°; 4) (§250°; 5) зіп 225°; 

6) соз 160°. 3 * * 6 

19. (Устно). Может ли функция созх иметь по абсолютной ве- 
личине значение больше единицы? 

20. (Устно.) В каких четвертях зіп х и соз х имеют одинаковые 
знаки? 

21. Доказать неравенство 

зіп х + соз х> 1; 0 < * < 90°. 

22. Определить знаки следующих выражений: 

1) зіп 285°; 2) сід252°30'; 3) соз 135°; 4) 327° 20'. 

23. Построить наименьший положительный угол по заданному 
значению тригонометрической функции и выразить угол в радиан- 
нои мере: 

1) зтх = у; 2) соз х = —0,6; 3) л: = 1,2; 4) зіп х= -0,7; 

Б) 1%х = —0,6. 

24. В каких границах может изменяться аргумент х, чтобы были 
справедливы следующие неравенства (0 ^ х ^ 2я) : 

1) зіп*--і>0; 2) -^- + зіпл:<0; 3) С05 х - -і < 0; 

4) івх-Уз^О- 5) /§" * + 1 < 0; 6) сі е х + 1 > 0. 

„ П° данному значению одной из тригонометрических функ- 
ции вычислить значения остальных трех функций: 

1) зіп а = — 0,6 < а < ^ 1 2) соза»-^ (~ я<а <2л|; 

3) і еа = у; 4) сі§ а = — 2 (90° < а < 180°). 

26. Упростить выражения: 

1 ) 5 зіп 270° — 2 соз 0° + 3 1^ 0°; 2) а зіп я 4- Ь соз я + (ст я; 

3) т соз у - п соз я + р зіп я; 4) 2 1^ 0° + 8 соз 270° - 6 зіп 270°. 
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27. Привести тригонометрические функции следующих углов к 
соответствующим функциям острых углов: 

1) зіп 165°; 2) соз 210°; 3) і§ 135°; 4) сіе240°; 5)соз315°; 

6) Іо; 200°; 7) зіп -у я; 8) соз-| я; 9) іе 10) сіе я - 

28. Привести тригонометрические функции отрицательного аргу- 
мента к функциям положительного аргумента: 

1) зіп (—300°); 2) соз (—400°) ; 3) {§(-960°); 4) сіе (-3,2л); 
5) зіп ( — 5,4я); 6) іе ( — 2,3я); 7) соз ( — 1250°); 8) сіе (— 4,3я). 

29. Упростить следующие выражения: 

1 ) сіе 675° созес 280° — іе 1845° зіп 460°; 

2) соз х і§ (180° + х) і§ (270° — х) созес (90° — х) ; 


3 ) 


,1 . Зя я 
4) зш_-соз т ; 


зіп ( п-х ) 1§ (х -у) 

соз сіе (я - х ) , 

5) зіп 0,6я + соз 2 (— 1,1 я) зіп 1 ,6я; 

6) соз ( — 7,9л) іе ( — 1,1я) — зіп 5,6я сі§ 4,4я; 

7) зіп (Л — я) соз (А — 2я) іе ^ я — Л^ созес (5,5я + А); 

8) ^зіп 2 (5я + 0,5) + 5Іп 2 ^0,5 — я) ] зіп (-І — я); 


1 4* зіп 1 00' соз 170° 


9) зіп я-д:^зіп -ц- я -соз 

10) зіп 170 е соз 280° — зіп 260° соз 10° - , + 5ІП 350° зіп 180° ’ 

11) іе (90° + В) + сіе (270° — В) — 1§ ( 180° - В) + сіе В; 

12) сіе (*- 90°) [зіп (к- 270°)- зіп ( 180° -ж)]. 


1 ) 


30. Доказать справедливость следующих равенств: 
зіп а 1+соза_ пч 1 _ і + сіе 2 а . 


1 — соз а 


зш а 


2 ) 


зіп 2 а — соз 2 а 1 — сіе 2 а ’ 


3 ) 1 — 


зіп 2 а 


соз 2 а 


1 + сіе а 1 + іе а 
4) зіп 4 а + соз 2 а + зіп 2 а соз 2 а = 1 ; 


= зіп а соз а; 


іе 2 а + сіе 2 а а 


5) сіе 2 а ~ соз 2 а = соз 2 а • сіе 2 а; 

7) зіп (Л - 30°) + зіп (Л + 150°) = 0; 

8) соз (В- 100°) = -зіп (170°+ В); 

1 — зіп а , -./І+зіпа „ ( п . ^я\ 

9) 1/ -г — -. 1-1/-, т ■ = 2 зес о 0<а < — ; 

V 1+зіпа ' V 1— зіп а \ 2) 

10) зіп а (2 созес а + сіе а) (созес а — 2 сіе «) = 2 зіп а — 3 сіе «; 

, , , , соз х іе 2 х 

11 ) 1 +-— — 2 зес х\ 

1 + соз х 

12) 2 (зіп 6 Л + соз 6 Л) — 3 (зіп 4 Л + соз 4 ) +1 = 0; 
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13) (зіп у + со$ес уУ + (соз у + вес иУ — (ід 2 у + сід 1 у) = 7; 

14) зіп 6 А + сов 6 А + 3 віп 2 А сов 2 А= 1. 

31. Исходя из наглядного представления об изменениях триго- 
нометрических функций в пределах первой окружности (0<лг<2я) 

решите следующие неравенства, пользуясь тригонометрическим 
Кругом (/■ = 1)! 

1) 8іпх>0; 2) соз х <0; 3) віп2х<0; 4) соз3х>0; 
5).і е *>/3; 6)зіп*>-1; 7)соз2*<^-, 8) 0<віпх<-^; 

9) ^ <соз*<1; 10) 11) 0<віп + -^-| <4~» 

12) ІзіпхКІ-; 13) і-<соз(д:-і)<1; 14) |соз2*|<і^-. 


ГЛАВА X 


ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ВЫРАЖЕНИИ 

§ 114. Косинус и синус суммы (разности) двух углов 

В прямоугольной системе координат хОу проведем 
луч О А под углом а к оси Ох, а луч ОР — под углом р 
к лучу О А (рис. 93). На луче 


тор ОМ\ из точки М опустим 
перпендикуляр ММ і на луч 
О N. Тогда 


Если 


ОМ = ОМ { + МуМ. ( 1 ) 

О Му = {х,, у,}, 
м >М = {х 2 , у 2 }, 


то 



ОМ = {лг, + х 2 , У\ + у 2 }, 
что следует из равенства (1) по теореме из § 90 По- 


этому 

Но 


соз (а + р) = -Д* 2 - = х х + х 2 . 
\ОМ\ 


лгі = | ОЛТі | соз а, і 

х 2 — | МуМ |соз(90°+а) = — | МуМ |зіпа. 
Следовательно, 

соз(а + Р) = | ОМу |соза — 1 МуМ |зіпа. 


( 2 ) 

(3) 

( 4 ) 
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Но так как | ОМ\ [ = I • сое р, \М\М\ — 1 • зіп р, то окон- 
чательно имеем: 

(I) со$ (а + р) = соз а • соз р — зіп а • зіп р. 


Косинус суммы двух углов равен произведению коси- 
нусов этих углов минус произведение синусов тех же 
углов. 

Пример, сое 75° = соз (30° + 45°) = соз 30° • соз 45° - 

~зіп яп° . від 4 .ч° ^ УН . У±. _ ± . Ѵ2 __ Ѵб-Ѵ2 
2 2 2 2 4 

л* 0,2588. 

Найдем формулу для синуса суммы двух углов: 

зіп (а + р) = У'Х У2 = Уі + г/ 2 . (5) 

| ОМ. I ѵ ' 

но г/і = |СМ4і|зіп а, г/г= |Л4іЛ4|зіп(90°+;а) = |МіЛІ|со8 а, 
а потому 

зіп (а + Р) = | ОМі | зіп а + | ЛІіЛІ [ соз а. (6) 

Заменяя в равенстве (6) \бм х \ на соз р и \ЛУМ\ на 
зіп р, окончательно имеем: 


(И) зіп (а + Р) = зіп а • соз р + соз а • зіп р. 

Синус суммы двух углов равен произведению сину- 
са первого угла на косинус второго плюс произведение 
косинуса первого угла на синус второго. 

Пример. Дано: зіпа = -|, созР = -^, где а — угол 

во второй четверти, р — острый угол. Найти зіп(а + Р). 
Находим: 

С050-— |/і -Л— _іД; 
8ІПР-/П4 = ^. 

Поэтому 

зіп (а + р) = зіп а соз р + соз а зіп р = 

_ з 1 уТ ѴТ 3-2 У м 

4 • 3 4 * 3 ~ 12 

Примечание. Формулы (I) и (II) справедливы 
при любых значениях углов аир, так как они основы- 
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ваютея на двух теоремах о проекциях вектора и вектор- 
ной суммы на ось, а эти теоремы имеют место при лю- 
бом расположении векторов относительно оси. 

Разность двух углов можно представить в виде 
суммы: 

а ' р = а + (— Р), 

а потому 

соз (а — р) = соз[а+(— Р)] = 


= соз сс соз ( — р) — зіп а зіп(— р), 
(III) соз (а — Р) = соз а соз р + зіп а зіп р. 

Косинус разности двух углов равен произведению ко- 
синусов этих углов плюс произведение синусов тех оісе 
углов. 

Пример. 


соз 15° = соз (45° — 30°) = соз 45° соз 30° +' зіп 45° зіп 30°, 


соз 15° 


У 2 Уз 

2 2 


Ѵ~2 1 

2 2 


/6 +ѵт 

4 


0,966. 


Подобным образом можно получить формулу для си- 
нуса разности двух углов:- 

8іп(а — Р) = зіп [а + ( — р)] = зіп а соз( — р) +] 

+ соз а зіп ( — р) , 

(IV) зіп (а — р)=зіпасозр — соз а зіп р. 

Синус разности двух углов равен произведению си- 
нуса первого угла на косинус второго минус произведе- 
ние косинуса первого угла на синус второго. 

■ Пример. 

зіп 15° = зіп (60° - 45°) = зіп 60° • соз 45° - зіп 45° • соз 60° =■ 


Уз _ У 2 У 2 
2 ' 2 2 


1 _ Уб - У 2 

2 4 


0,2588. 


§ 115. Скалярное произведение двух векторов, 
выраженное через их координаты 

Обычно векторы задают при помощи их координат 
(или проекциями на оси, что одно и то же). Поэтому 
практично выразить скалярное произведение двух векто- 
ров через их координаты. 

Пусть вектор О А — г\ = {хі, у\} образует с осью Ох 
угол фі, вектор ОВ = г 2 ={х 2 , У 2 } образует с осью Ох 
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угол ф 2 (рис. 94). Тогда угол <р между векторами равен 
разности ф = ф 2 — <рі. 

По определению скалярного произведения имеем: 

Г, •Г 2 = Г | Г 2 СОЗф = Г 1 Г 2 С05(ф2 — ф,). (1) 

Равенство (1) перепишем в виде 
г, • г 2 = г іГ 2 (соз ф, соз ф 2 + зіп ф, зіп ф 2 ) = 

= г ісозф, • Ггсозфз + Л] зіпф, ■ г 2 зіпф 2 . (2) 



Л В = {х в - х А , у в - у А у, АВ = {2, -2}; 

СЬ = { 4 , 3 }; 

АВ • СО = 2 • 4 + (-2) • 3 = 2. 

П р им ер 2. Определить координату у вектора 
(* =* (3, У) таким образом, чтобы векторы а и Ь = {4 —2} 
были перпендикулярны. ’ 

Так как а _І_ Ь, то ф = - 2 -; соз-^-»= 0, а потому ска- 
лярное произведение обратится в нуль, 

а- Ь = 3'4 + у ( — 2 ) = 0 . 

Следовательно, 

У = 6. 

Примечание. В этом примере использовалось 
следующее важное свойство скалярного произведения! 
из перпендикулярности векторов а и Ь следует, что 
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а • Ь = 0. Верно и обратное: из обращения скалярного 
произведения в нуль следует, что а ±Ь, если ни один из 
векторов а или Ь не является нуль-вектором. 


§ 116. Тангенс суммы и разности двух углов 


Рассмотрим тангенс любого угла как частное от де- 
ления синуса этого угла на его косинус: 

і (а + 81 = 8ІП ( а + Р) __ зіп а • соз Р + соз а • зіп Р _ 

ь ' соз (а + Р) соз а • соз Р — зіп а • зіп р 

зіп а • соз р соз а • зіп р 
соз а • соз р соз а • соз Р 1да+і§Р 

соз а • соз р зіп а- зіп р ~ 1 — 1§а*ідР ’ 

соз а • соз р соз а ■ соз р 

© 

Тангенс суммы двух углов равен дроби, числитель 
которой есть сумма тангенсов, а знаменатель — разность 
между единицей и произведением тангенсов этих углов. 

Пример. Дано: = = р аир — острые 

углы. Найти ід (а '+ Р). Имеем: 


*К(а + Р)- 2 | 3 , =1- 

1_ ТІ 

Следовательно, а + р = 45°. 

Заменяя в формуле (V) угол р на — р, получим 


*ё (а 


(П) 


т <е« + <ёг(-Р) 
р) 1-*еа-1 в (-р) 


і -Иео.іер 


_ і^а-і^р 

1+іда-*еР 


» Тангенс разности двух углов равен дроби, числитель 
которой есть разность тангенсов, а знаменатель — сумма 
единицы и произведения тангенсов этих двух углов. 
Пример. 


15° = (45° — 30°) = 


45° - ід 30° 

1 + і§ 45° • 30° 


1 - 


/3 


1 + 1 


/3 

3 


з — /з = (3-/з) 2 _ і 2 — 6 У З 

3 + /ІГ 6 6 


2-1/3 0,2679. 
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Примечание. Нет необходимости выводить и за- 
поминать формулу котангенса суммы и разности двух 
углов; для этого достаточно воспользоваться тем, что 


сі§ (о ± р) = 


1 

(а ± Р) ' 


§ 117. Тригонометрические функции 
двойного аргумента 

Рассмотрим частный случай формулы сложения: 
зіп (а +' р) = зіп а соз р + зіп р соз а 
при р = а; тогда имеем 

зіп (а + а) = зіп а соз а +' зіп а соз а, 


или 


(I) 


зіп 2а = 2 зіп а соз 


а. 


Синус двойного угла равен удвоенному произведению 
синуса данного угла на его косинус. 

Пример. зіпа = -|-, 0<а<у. Найти зіп 2а. 

8Іп2 “!.і, |-25Шасо5а|„„ і, 

зіп 2а = 2 • -§ • = -Г Уь. 

Далее, из формулы 

соз (а + р) = соз а соз р — зіп а зіп р 
при р = а следует, что 

(И) соз 2а = соз 2 а — зіп 2 а. 

Косинус двойного угла равен квадрату косинуса дан- 
ного угла минус квадрат его синуса. 

Пример 1. соз 120° = соз 2 60° -зіп 2 60° = - — — = — I 

4 4 2 

В этом можно убедиться и так: 

соз 120° = соз (180° -60°)= -соз 60°= -І-. 

П р и м е р 2. Дано: зіп а == 0 < а < 90°. Найти соз 2а. 

соз 2а = соз 2 а — зіп 2 а = 1 — зіп 2 а — зіп 2 а; 


соз 2а 1 5 [ п а= Л = 1 - 2 зіп 2 а і 

4 
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зіп а. 


з =1 -2 • — = - — 

■т 16 8 


Если в формуле 

(а + Р) = 


Іда-Н^Р 

1 - *е « Р 


положить р = а, то имеем: 

(III) іё 2а = 1 ^^(\ ё аФ ± 1). 

Тангенс двойного угла равен удвоенному тангенсу 
данного угла, разделенному на разность между едини- 
цей и квадратом тангенса этого угла. 

3 л 

Пример. Іёа = - 2 -, 0<а<^-. Найти Ід 2а. 


2а '<* «-! 


2 1^ а 

1 - *е 2 а 


(е 


з 




12_ 

5 ' 


Примечание. Всякий угол есть двойной по отно- 
шению к половине этого угла, как например, а — по от- 
ношению к —■ , — по отношению к , 5а — по отно- 
шению к (а + Р) — по отношению к и т. д. 

Примеры. 

я 

і \ • г> «л • Зх Зл? 

1) зіпЗд: = 25іп — соз — , 


4) іё 




16 


1-ІН 2 


л 

~І6 


2) соз а = С05 2 у — 5ІП 2 , 

3) 5Іп (а + р) = 2 зіп — * — соз а ~^ . 


§ 118. Тригонометрические функции 
половинного аргумента 

Будем исходить из следующих двух тождеств: 


і о а , а 1 

1 =С05-у + 51П--2, | 


соз а : 


; соз тг • 


2> 1 

а і 

(О 

2 ' ] 
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Почленно складывая эти два равенства, потом вы- 
читая из первого второе, получим: 


1 + соз а = 2 соз 2 


1 — соз а = 2 зіп 2 -|-. 


( 2 ) 

( 3 ) 


Из формулы (2) находим соз у, а из формулы (3) зіп-|-: 

(I) 

(II) віп|-±/І 


I — соз а 


Почленно разделим равенство (II) на (I): 

**І-*УТ 


(III) 


- СОЗ С Г 


1 4- соз а 

Формулы (I), (II) и (III) выражают косинус, синус и 
тангенс половинного угла через косинус целого угла. 
Если известно, в какой четверти оканчивается угол 


2 » то пе ред радикалом берется соответствующий знак 
в противном случае двойной знак сохраняется. 


Пример 1. Вычислить без таблиц зіп^-. Угол ~ 

о 8 


есть половина угла причем соз ^ , поэтому 




/2 


= ~ Ѵг - Ѵ2 ; 


8 острый угол, поэтому перед радикалом взят знак 
плюс. 

Пример 2. Дано: зіпа=-у, я<а<|-я. Вы- 
числить соз Сначала находим соз а: 


соз 




Ѵ'а 

з 


1*22 


соз а = — 


(знак минус взят потому, что угол а оканчивается в тре- 
тьей четверти, где косинус отрицательный); половинный 

угол у оканчивается во второй четверти, поэтому 



Пример 3. Вычислить (д 15°. 

Применяем формулу (III), считая угол 15° половиной 
угла 30°: 



= -./ 2 -^ 3 =1 / ( 2 -Уз у -2-ѴЗ 

. V -2 + /Г V (2-]^3)(2 + /з) “ Ѵ 

Для тангенса половинного угла вместо формулы 
(III) можно вывести две другие, более удобные для вы- 
числения и не содержащие радикалы: 


51П — 

ано 2 


„ . , а 

2 81П 2 — 


1 — соз а 


или 


(III") І Ш - 


а 

С05 т 


. а 
8Ш 2 


о а . а 
2 СОЗ — 31П 


о . а а 
2 зіп у соз у 

2 соз 2 у 


зш а 


+ соз а 


Заметим, что зіп а и і§у имеют один и тот же знак. 
Пример. 


і п 

1 — соз — 


і - 


У 2 


2-ѴТ 


51П - 


Я 


/2 / 2 
2 

/2 (/2 - 1) 
/2 


Ѵ2- 1 «0,414, 
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§119. Выражение синуса и косинуса через тангенс 
половинного угла 

При доказательстве тригонометрических тождеств, 
решении тригонометрических уравнений, а также в дру- 
гих случаях существенную пользу приносят формулы, 

выражающие 5Іп а и соз а через 


зіп а = 2 зіп у соз у = 


„ . а а 
2 ЗІП у соз у 


„ . а а 

2 51П у СОЗ у 




о а , . « а 
соз 2 — + зіп 2 — 


зіп 2 у 1+і§ 2 у 


, а 

СОЗ 2 у 


, а 

С03 т 


(I) 


о і « 

2^у 

зіп а = *, 

1+ &т 


Синус угла равен удвоенному тангенсу половины это- 
го угла, разделенному на сумму единицы и квадрата 
тангенса половинного угла. 

Пример. Вычислить зіп а, если і§у = 2: 


зіп а = ■ 




1 -И§г 


„ а 


2-2 4 

1 + 2 2 5 ’ 


х а п 
18 - 2=2 


Аналогично выражаем соз а через 


, а . , а 
соз 2 ——зіп 2 — 
9 а . , а 2 2 

соз а = соз 2 «ш 2 - = 


2 ' 5111 2 


, . , а 
■ + зіп 2 — 


1-Щ2- 


і-ме 2 


(П) 


, * 2 “ 
1 - V у 

соз а = — 


, а_ 
2 
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Почленным делением равенства (I) на (II) находим! 


(III) 






Формулы (I), (II) и (III) примечательны тем, что их 
правые части не содержат радикалов, поэтому говорят, 
что синус, косинус и тангенс рационально выражаются 
через тангенс половинного угла; значения остальных 
трех тригонометрических функций — котангенса, секанса 
и косеканса — обратны по величине значениям тангенса, 
косинуса и синуса, а потому также рационально выра- 
, а 

жаются через і§— . 

3 я 

Пример. Дано: Ідл; = — , ОСхС-^-. Найти зіп 4х. 

Сначала найдем зіп2а- и соз2лг: 


зіп 2х = 


2 < 8 * 

1 + х 


соз 2х — 


і-іе г * 

1 + І§ 2 X 





12 . 
13 ’ 


_5_ 
13 ' 


Угол Ах является двойным по отношению к углу 2х, а по 
тому 

зіп Ах = 2 зіп 2х • соз 2х. 


Заменяя в этом равенстве зіп2х и соз2х их значениями, 
получим 


. , 0 12 
зіп Ах = 2 • -|д- 



120 
169 ' 


§ 124. Примеры на доказательство тождеств 

Пример 1. Доказать, что 

1 + а р _ соз (а — Р) 

1 — а р соз (а + Р) 


8 р, А, Калішн 
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Приведем правую часть к левой: 

соз (а — Р) _ соз а соз |3 + зіп а зіп р _ 

соз (а + Р) соз а соз р — зіп а зіп р 

соз а соз р зіп а зіп р 

. соз о соз Р соз а соз Р _ 1 + а іе Р 

соз а соз Р зіп а зіп р 1 — а р ' 

соз а соз р соз а соз р 

Пример 2. Доказать тождество 


і 4- зіп 2а 
соз а + зіп а 


У 2 соз 



Приведем левую часть к правой: 

1 + зіп 2а __ зіп 2 а + соз 2 а + 2 зіп а соз а 

соз а + зіп а соз а + зіп а 


_ (соз а + зіп а) 2 
соз а + зіп а 


соза + зіпа = У 2 {У= соз а + зіп а| = 

= У 2 (соз ^ соз а + зіп зіп а) = У 2 соз — а) . 


§ 121. Преобразования суммы и разности 
тригонометрических функций в произведение 
и обратные преобразования 

!• Преобразование суммы и разности двух 

зіп (а + Р) = зіп а • соз р + соз а • зіп р, 1 

зіп (а — р) = зіп а • соз р — соз а • зіп р. | 

Почленно складывая равенства (1), а потом 
из первого второе, получим: 

зіп (а + р) + зіп (а — р) = 2 зіп а соз р, 
зіп (а + р) — зіп (а — р) = 2 зіп р соз а. 

Положим: 

а + Р = х, а - р = у. ( 4 ) 

Путем почленного сложения, а потом вычитания ра- 
венств (4) найдем, что 

а = ^> Р = ~ (5) 

№ 


синусов: 

(1) 

вычитая 


( 2 ) 

( 3 ) 


В новых обозначениях равенства (2) и (3) окончательно 
примут вид 


(I) 

(II) 


• . • г. • Х+ у X — У 

31П X + 31П у = 2 51П — хг~ соз - 


5ІП X — зіп у = 2зіп * -А - соз 


2 » 

Х + У 


Равенство (I) обычно формулируется так: сумма сину- 
сов двух углов равна удвоенному произведению синуса 
полусуммы на косинус полуразности этих углов. 
Примеры. 

1 \ • ,Л 0 . • слэ о • 40° + 50° 40° — 50° 

1) зіп40 +8 іп 50 =2зіп л соз 


2 ^ 2 
2 зіп 45° • соз 5° = У 2 соз 5°; 


2) зіп^- + зіп^2х' — ^ = 2зіп 


8 + 2 4 8, + 4 

^ СОЗ з; = 


= 25 ІП ( Х _^ 1 ) соз (х-^). 


Аналогично читается и формула (II): разность синусов 
двух углов равна удвоенному произведению синуса полу- 
разности на косинус полусуммы этих углов. 

Примеры. 

• .гео . 1С0 0 . 75° — 15° 75°+ 15° 

1) зіп 75 — зіп 15 = 2 зіп • соз ~ — = 


= 2 зіп 30° • соз 45° = 


-Ѵг_. 


2) ЗІП и + -^1 — зіп {х — -у-| = 


, я , 2я . я . 2я 

п . * + з-* + — х+ т + х — Г 

= 2 ЗІП СОЗ 77 


• 2 зіп ^ соз [х — = 2 соз ^ , 


2. Преобразование суммы и разности двух косинусов. 

Имеем 


( 6 ) 


8 * 


соз (а + р) = соз а • соз р — зіп сс • зіп р, I 
соз(а — Р) = соза • созр + зіпо • зіпр. / 
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Складывая и вычитая равенства (6), получаем: 
соз (а + (3) + со5 (а — р) = 2 соз а • соз р, 
соз (а + р) - соз (а - Р) = - 2 зіп а • зіп р, 
или в обозначениях (5) 

(III) соз х + соз у = 2 соз — * ѵ соз ѵ ~ у 


( 7 ) 

( 8 ) 


(IV) 


СОЗ X - соз у = - 2 ЗІП 5ІП 


2 ’ 

X- у 


Сумма косинусов двух углов равна удвоенному произ- 
ведению косинуса полусуммы на косинус полу разности 
этих углов. 

Подобным образом можно прочесть также и форму- 
лу (IV). 

Примеры. 

1) соз 35° + соз 25° = 2 соз - 25 ° * 35 ° . соз 35 °7 25 ° = 

= 2 соз 30° • соз 5° = 1/3 • соз 5°; 

2) соз [2х - - соз [х + = 

= _ 2 зіп 4 зіп (| ■ - = 2 зіп Щ- зіп . 

3. Преобразование суммы и разности двух тангенсов. 

Если созх=^0, соз у Ф 0, то имеем: 

{ах+іп ѵ — — * I 5Іп у — 5Іп * • С05 и + зіп У ■ С05 * _ зіп (х + у ) 

СОЗ X СОЗ у соз X • СОЗ у соз X • соз у * 

Подобным же образом можно преобразовать разность: 


Пример. 


! [х ~ у) ■ 

& ^ СОЗ X соз у 


1е75° — 1 р 15° = - БІП I 75 '- |5 °) 
ё ё соз 75° соз 15° 


зіп 60 е 


соз 75° соз 15° 

Уз Ѵз 


= 2 1/3 


2 соз 75° соз 15° 2 зіп 15° соз 15' 

4. Преобразование произведения в алгебраическую 
сумму. Каждое из равенств (2), (3), (7) и (8) можно 
читать как слева направо, так и в обратном направле- 
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нии. Разделим в этих равенствах предварительно каж- 
дую часть на 2, а потом перепишем их в обратном по- 
рядке, получим: 

зіп а соз р = у [зіп (а + Р) + зіп (а — рѴ], 
зіп р соз а = 4- [зіп (а + Р) — зіп (а — р)], 
соз а соз Р = 4- [соз (а + Р) + соз (а — Р)], 
зіп а зіп р = — у [соз (а + Р) — соз (а — р)]. 

§ 122. Введение вспомогательного угла 

Часто при преобразовании тригонометрических выра- 
жений используется так называемый метод введения 
вспомогательного угла. 

Пример 1. Преобразовать в произведение 1+2 соз а. 
Выносим множитель 2 за скобку: 

1 + 2 соз а = 2 ^у + соз а | = 

= 2 (соз 60° + соз а) = 4 • соз 60 2 ~^ — соз ьи 2 а = 

= 4 соз (30° + у) соз (30° - . 

Пример 2. Преобразовать в произведение 
1 — 3 1§ 2 х: 

1 -Зід 2 л: = з(у-іё 2 х) = 

= з(іе 2 у-іё 2 дг) = з(і ё у-і ё х) + = 

5іп (|-*) 5іп (! + *) 

СОЗ 2 X 

Пример 3. Преобразовать У а 2 + Ь 2 в произведе- 
ние с помощью вспомогательного угла. Выносим мно- 
житель а за знак радикала: 

ін+) -і«ч/ і+й’- 

= I а | У 1 + Ій 2 ф = | а зес ф |, 

где 1йФ = у. 
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Пример 4. Найти наибольшее значение суммы 
зіпл + соз л: 

зіп л + соз л = У 2 ^=-зіп л + -р!=- соз л | = 

= У 2 (соз 45° • зіп л + зіп 45° ■ соз л) = у"2-зіп ( х + 45°). 

Так как наибольшее значение, которое может прини- 
мать зіп(л + 45°), равно единице, то наибольшее значе- 
ние суммы зіп я + соз х равно У 2. 

§ 123. Примеры на преобразования тригонометрических 

выражений 

В этом параграфе приводятся примеры на более 
сложные тригонометрические преобразования. 

Пример 1. Преобразовать в произведение 

зіп 5л зіп 4х + зіп Ах зіп Зх — зіп 2х зіп х. 

Применяем тождество 

зіп А зіп В =-~ [соз (А - В) - соз (А + В )]; 

тогда 

зіп 5 л: зіп 4л = у (соз х - соз 9л:), 

. зіп 4л зіп Зл = у (соз х — соз 7л), 
зіп 2л: зіп х = у (соз х — соз Зл). 

Исходная сумма принимает вид 
у (соз х - соз 9л: + соз х — соз 1х - соз х + соз Зл) = 

= у (соз л + соз Зл) - у (соз 7л + соз Эл) = 

= соз 2л соз л — соз 8л соз л = 

= соз л (соз 2л — соз 8л) = 

= соз л • 2 зіп 5л зіп Зл = 2 зіп 5л зіп Зл соз л 
Пример 2. Доказать тождество 

4 зіп а зіп (60° — а) зіп (60° + а) = зіп За. 
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Приведем левую часть к правой преобразованием 
произведения двух синусов в разность косинусов: 

4 зіп а зіп (60° — а) зіп (60° + а) = 

= 2 зіп а • 2 зіп (60° — а) • зіп (60° + а) = 

= 2 зіп а (соз2а — соз 120 э ) = 2зіпа (соз 2а-|-у| = 

= 2 зіп а соз 2а + зіп а = зіп За — зіп а + зіп а = зіп За. 
Пример 3. Доказать, что 

(1 +*да)(1 -ИйР)=-2, если а + р=>у. 

Выразим угол р через а: Р = у — а; тогда і§[р=. 
= I? (т~ “) = ТТ ' І| 1 ' ^ евая час ть равенства примет вид 

С 1 + *в' “> (' 1 + ТТ&г) “ + **' ■)■ • Т&Г 2- 

Пример 4. Показать, что 

зіп 2 а = зіп р (зіп у + зіп 0), если а + р + у = я и а = 2р. 

Преобразуем правую часть и приведем ее к левой, 
учитывая, что р = . Тогда 

зіп Р (зіп у + зіп р) = зіп [зіп (я - а - у) + зіп у ] = 

= зіпу .2зіп(у-у) -соз (у - а) = 

= 2 зіп У соз у • зіп а = зіп 2 а. 

** Я ' 

5Іп а 

§ 124. Простейшие тригонометрические уравнения 

Определение 1. Уравнение называется тригоно- 
метрическим, если оно содержит неизвестное только под 
знаками тригонометрических функций. 

П р и м е р Ы. 1 ) зіп 2 х +; соз к — 1 « 0; 

2) + сі§2х = 0; 

3) соз Зх +. зіп х = 0. 

Уравнение 1%х — 2x.4-м =* 0 нельзя назвать тригоно- 
метрическим. Здесь неизвестное х находится не только 
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под знаком тангенса, но и без знака тригонометрической 
функции. Такие уравнения мы пока рассматривать не 
будем. 

Определение 2. Решить тригонометрическое 
уравнение — это значит найти все углы, удовлетворяю- 
щие данному уравнению, т. е. обращающие уравнения 
в тождество после подстановки вместо неизвестного. 
Так, например, уравнение 

5ІПХ — С05 х — О 

имеет корень х = — , но оно имеет бесчисленное мно- 
жество и других корней; все они охватываются форму- 
лой 

* = ■§■+ Я к, 

где к — любое целое число я*- положительное, отрицатель- 
ное и 0, т. е. к — 0, ± 1, -ьй, ±3, . . . 

Решим сначала 8 часто встречающихся простейших 
уравнений. 

1) зіп х = 0. 

Поскольку 8Іп0°-0, зіп 180° = 0, зіп360° = 0, 

8іп 540° = 0 и т. д., а таюке 8Іп(— 180°) = 0, 8Іп(— 360°) =’ 
==0, зіп ( — 540°) = 0 и т. д., то решениями уравнения 
зіп х = 0 служат углы 

...—540°, —360°, —180°, 0°, 180°, 360°, 540°, ,,, 

Все эти углы можно записать в виде 

х= 180%, где А = 0, ±1, ±2 

или в радианном измерении х = л к, где к*= 0, ±1, ±2, . . . 
Если дано уравнение 

ЗІП X СОЗ X = 0, 

то его можно решить так: умножив обе части заданного 
уравнения на 2, получим: 

2 зіп* соз х = 0, или зіп2х = 0, 

откуда 2 х = лк, а х = -^-, где к = 0, ±1, ±2, ... 

2) і§х = 0. 

Так как х = 0 и зіпх = 0 при одних и тех же зна- 
чениях х, то х =ь 0 при х = 180% (х = я к), где к = 
■= 0 , ± 1 , ± 2 , ,,, 
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3) созх = 0. 

Так как соз-|- = 0, соз ( я + у) — соз-^-=0, соз^2я+-|) = 
= соз = 0, соз (Зя + у ) = 0 и т. д., а также соз ( ~ у) = О» 

соз ( — ^-] = 0, соз ^ = О и т - Д-> то решениями 

данного уравнения служат углы 

5я Зя я я Зя 5я 

• * • 2 ~ ’ 2~ * _ Т ’ Т * ~ 2 ~ ' 2 ’ 

Все эти углы охватываются формулой 


х = ~ 2 +пк, где к = 0, ±1, ±2, ±3, ... 


Если дано уравнение 1д 2 х= 1, то его можно решить 


так: 


. , і п 81П 2 х , „ 51П 2 х - СОЗ 2 х „ 

Іг 2 х— 1=0; — 5 1=0 5 = 0 

6 СОЗ 2 X СОЗ 2 X 


СОЗ 2 X — ЗІП 2 X 


:0; і^ = 0. 


Дробь обращается в нуль тогда, когда ее числитель 
равен нулю, при условии, что знаменатель отличен от 
'нуля. В данном примере созхл^О (в противном случае 
не существовал бы 1§х). Таким образом, 

соз2х = 0. 


Отсюда 2х = ^ + лк, а х = ^-\-^-к, где к = 0, ±1, ±2, 

±3, . . . 

4) сідх = 0. 

Так как с\§х = 0 и созх = 0 при одних и тех же 
значениях х, то сі§ х = 0, если х = -|- + л&, где к = 0, 

± 1 , ±2, ±3, . . . 

5) зіпх = 1. 

Так как зіп 90° = 1 , зіп (90° ± 360°) = 1 , зіп (90° ± 2 • 360°) = 

= 1, зіп (90° ±3 • 360°) = 1, . . . , зіп (90° + к • 360°) = 1, где 
к = 0, ±1, ±2, ±3, то решениями уравнения зіпх = 1 • 

служат углы х = 90° + 360°/г (х =у+2я/г| , где & = 0, ±1, 

±2„ ±3, ... 
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Если дано уравнение 

зіпЗх соз Зх = у, 

то его можно решать так: 

2зіп Зхсоз Зх = 1, или зіп6х=1, 


откуда 6* = у + 2 лк, а х = ^ + ^. 

6 ) зіпх = —1. 

Поскольку зіп(-|)=- 1, зіп(--| + 2я)= -1, 


( 2 !*•••* ( — '2' - Ь к • 2я^ = — 1 , 


9 • • • 


то зіп лг == — 1 при х = — ^- + 2 лк, где к = 0 , ±1, ±2, ... 
7) соз л: = 1. 

Так как созО°= 1, соз(±360°) = 1,соз(±2-360°) = 1, 


соз (±3,-360°)= 1 соз(±п- 360°) = 1, 


то соз х = 1 при х = Ш°к, где к = 0, ±1, ±2, ±3, 

8) создг = — 1. 

Поскольку соз(±я) = — 1, соз(±я + 2л) = — 1, 

соз(±я + 2кл) = — 1 , то решения уравнения соз х = 
,«= —1 имеют вид 


х = л + 2лк, где к = 0, ±1, ±2, ±3, ... 

Рассмотрим еще несколько примеров простейших 
тригонометрических уравнений, в которых аргументы 
тригонометрических функций имеют более сложный вид 
чем в примерах 1) — 8). 



Используя решение примера 8), можно написать: 


Т* +^ = п(2к+ 1), 


откуда 


“ ■^' + -у-(2Л+ 1), где к = 0, ± 1, ±2, ±3, ... 
б) зіп (75° - {-)=-!. 


т 


В силу нечетности функции зіпх можно переменить 
знак у аргумента и функции, т. е. вместо данного урав- 
нения решить равносильное ему уравнение 

З ш(і-75°)_1. 

Следуя решению примера 5), получим: 

-і- 75° = 90° + 360 °-к, 

откуда 

х = 330° + 360° • 2 к, где к = 0, ±1, ±2, ±3, ... 
в) зіп^Зл: — =0. 

Используя решение примера 1), можно написать' 

Злг — = лк, 

откуда 

х = ^ ~Ь з" г Д е к — 0, ±1, ±2, ±3, ... 

Вообще отыскание решений почти всякого тригоно- 
метрического уравнения в конечном счете сводится к 
отысканию решений простейших уравнений вида: 

1) зіп х = т или зіп кх = т, |т|-<1; 

2) соз х — т или соз кх = т, 

3) 1§х = т или і%кх = т, т — любое число. 

§ 125. Общий вид углов, соответствующих данному 
значению тригонометрической функции 

Пример 1. зіпх = 

Простейший угол, синус которого равен есть угол 
у (или 30°); кроме того, во И четверти находится дру- 
гой уголстем же значением синуса: я— ^ =-^-. Все ос- 
тальные углы найдутся прибавлением к этим углам лю- 
бого целого числа периодов; получим два вида углов: 

х { =^ + 2кп, . (1) 

х 2 = |-я + 2я& = л - ^г-\-2лк= — -|+я(2 к + 1), 

х 2 = -% + п(2к+1). (2) 
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Отметим, что при всяком целом к число 2к — четное, а 
число (2к + 1) — нечетное. Углы, определяемые форму- 
лой (1), равны простейшему углу ~ плюс угол я, взя- 
тый четное число раз. Углы, входящие в формулу (2), 
составлены из нечетного числа раз взятого угла я минус 
простейший угол. 

Формула 

х = {—\) п ^-\-пп (3) 

содержит в себе оба вида углов, т. е. она объединяет 
предыдущие две формулы в одну, так как при п = 2 к 
получим 

* = (-!)" + л-2 к =| + 2я к 

— углы, даваемые формулой (1); при н = 2к + 1 имеем 

х — ( — 1)‘ ,+1 • -ц- + я (2 к + 1) = — -^--фя (2 к + 1) 

— эти углы содержатся в формуле (2). 

1/3- 

Пример 2. 5іп 2дг = — — . 

Наименьший положительный угол, удовлетворяющий 
уравнению, есть угол поэтому 

2х = ^-(-1) к + пк, 
где к = 0, ±1, ±2, . . . ; отсюда 

* = )‘+уА. 

гг о • х — У 2 

Пример 3. 5іп ^ — ■ — Г) — . 

Для данного отрицательного значения синуса берем 
простейший угол — все углы содержатся в формуле 

Т=-т(-1) 6 + яА:, 

где к = 0, ±1, ±2, .... откуда 

я " “ т (~ 1)* + | (- 1) й+1 + 2я к. 
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Пример 4. 8Іп рх — 0 (рф О). 

Простейший угол есть 0. Поэтому 

тт & 

рх = лк, или х = — (к = 0, ± 1 , ±2, ... 3 . 

гг с УІГ 

Пример 5. соз л: = . 

Наименьший положительный угол, удовлетворяющий 
данному уравнению, есть -2-. Так как косинус — четная 

функция, то угол также служит решением данного 

уравнения; все остальные углы получаются прибавле- 
нием к этим двум основным углам любого целого числа 
периодов. Получим общую формулу 

х = ± і + 2лк (к = 0, ±1, ±2,...). 

Пример 6. соз 2х = — —■ . 

Наименьший положительный угол равен а по- 

тому 

2х = ± Ц- + 2 лк, 

х=±^+лк (А = 0, ±1, ±2, ±3,...). 
■Пример 7. соз Зл: = 0. 

Косинус обращается в нуль, если аргумент Зх равен 
зт Зя 5л л ^ 0 

*2 • — ) -у- И т. д. Общим вид таких углов 

~(2к+\) (к = 0, ±1, ±2, ...). 
Следовательно, 

Зх = ^(2к + 1), * = |(2Й+1). 

Пример 8. \%х = ~=-. 

В пределах первой полуокружности имеется только 
один угол, соответствующий значению тангенса, равному 

-у- • Это — угол у. Все остальные углы получаются 

прибавлением к нему целого числа периодов, так что 

х — у-\-лк (к = 0, ±1, ±2, ±3, . . .). 
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Пример 9. -у- = — ѴЗ. Решение: 

-у— “ І + лй (*-0, ±1, ±2, ±3, ...), 

* = “Т+Т лй - 

Пример 10. 8іп (2л: — 1,5) = -^-, 

2л:- 1,5 = і.(- 1) А + я к (й-0, ±1, ...). 

2* • (— 1)* + пк + 1,5, 

* = у-(-1)*+у6 + 0,75. 


§ 126. Примеры более сложных тригонометрических 
уравнений 


Пример 1. У 2 8іп 2 х + соз л: *= 0. 

В данное уравнение входят две функции одного и 
того же аргумента, поэтому выразим зіп 2 лг через коси- 
нус, чтобы уравнение содержало лишь одну функцию 
(соз х) : 


V 2 (1 — соз 2 х) + соз х = 0. 

Получилось квадратное уравнение относительно созл:: 
Ѵ~2 соз 2 х — соз х — /2 = 0. 

откуда 

(С03*) Ь2 = 4^=-» СОЗ ЛГі — ~ 2 1 


*1 


’ 2 2Ѵ2 

3 


2/2 / 2 * 

±^л + 2лк (к = 0, ±1, ±2,...); 


соз х 2 = 


2/2 


1/2 >1, 


что не дает решения. 

Пример 2. зіп 2х + соз х = 0. 
Приведем функции к одному аргументу: 

2 зіп х соз х +’ соз х = 0. 


Разложим левую часть на множители 
соз х(2 зіплГ-Н 1) = 0. 
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Приравниваем каждый множитель нулюу 

1) соз л: = О, х { = ^(2к + 1) (к = 0, ±1, ±2,...)? 

2) 2 зіп лг 4- 1 = 0, зіпл:= — у, * 2 = у (— 1)* +І +яй 

(к = О, ±1, ± 2,. . .). 

Пример 3. 2 зіп 2 2х — 1 = 0. 

Хотя это уравнение легко решается относительна 
8 {п 2х |^5і п 2 л: = , выгоднее, однако, 2 зіп 2 2л: зач 

менить на 1 ■ — соз4х 
Имеем 

1 — соз 4х — 1 = О, 
соз4л: = 0; 4х = у (2к + 1), 
х = -% (2к + 1) {к — 0, ± 1, . . .). 

Пример 4. 1 — соз (я — х) + зіп п + х = 0. 

Так как соз (я — х) = — соз х, зіп (у + = соз у, 

то уравнение принимает вид 

1 + соз л: + соз у = О, 

2 соз 2 у + соз у = О, 
соз у ^2 соз у + і) = 0; 

1) соз| = 0, % = %{2к+\), 

х х = п(2к+\) (к = 0, ±1,...); 

2) 2 соз у + 1=0, соз|-=-1, у- = ± |-л + 2лк, 

4 

лг 2 =±ул + 4 лк (к = 0, ±1,...). 

У_п раж нения 

1. Дано: 8іпа = у; $т(5 = -ту-; 0<а<у; я<р<уЯ. 

Найти: 1) $іп(а + р); 2) зіп (а — Р); 3) со8(а + р); 4) соз (а — Р); 

Б) 1§(а + Р); 6) І8(а-Р). 
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2. а = —2,4; *еР = -^-5 1„ <а<2л; л<р<-| я . Вычис- 
лить соз(а-р) и зіп(а + р). 

3. Упростить следующие выражения: 

1 ) соз (а - Ъ) - 2 соз а соз Ъ — 2 зіп а зіп 6; 

2) зіп (45° + а) зіп (45° - а) + соз (45° + а) соз (45° - аѴ 

3) соз х + соз ( 120° + х) + соз (240° + х) + зіп х; 

х — іа у ' 

4 > т + х у (с05 х С05 у + 8Іп * 5іп у); 


зіп а 


зіп а 


5) . 

соз а — зіп а соз а + зіп а 

і-1§ 2 а 1- соз 2а 

'' 2і е а ’ 7 8 ' ' 


; 6) 1 + соз 2а -2 зіп 2 а; 


1 + соз 2а 


4. Дано: і§ а — 1§Р = -д-; а и р — острые углы. 

Найти: 1) І§(2а + Р); 2) зіп 2а; 3) соз 4а; 4) зіп (2а - р); 
Б) соз 6) зіп-^-. 

5. Дано: і е -|=/2-1; 0<а<-|-. 

Найти: 1) зіп а; 2) соз а; 3) % а. 

6. Доказать тождества: 

2 зіп х + зіп 2х , „ х 
1} Тзіп'х-зіп2х =С * & Т- 

2) соз А + соз ( 1 20° — А) + соз ( 1 20° + А) = 0; 

3) + *) - % - *) = 2 <8 2х; 


4) 1-і§ 2 (45° — а) = 

соз 3 а — зіп 3 а 
' 1 + зіп а соз а 

7 ) і ? 2 (|-2х) = 

0 . 1 + зіп 2а 


зіп 2а 

соз 2 (45° — а) ’ 
соз а — зіп а; 

— зіп 4х 


5) 


соз 2а 
і + зіп 2а 


= 1? (45° -а); 


соз а + зіп а 
зіп х 

зіп X — СОЗ X І@; 


1 + зіп 4х ’ 

= У 2 соз — а) ; 


- = 1 + соз х; 


10) 2 соз 2 у + соз у — I = 2 соз ~~ соз 


П) *г* + 1г</ + %г = 1§х ^уіег, если х + у + г = я; 

а р у 
т соз-соз у , 


12) зіп а + зіп р + зіп у 


4 соз — соз 4т соз 4-. если а + р + у= л. 


1 


7. Дано: зіпа = -д-, зіпр = 

1) зіп(2а + 2Р); 2) соз 2 (а — р). 
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аир- острые углы. Найти: 


8. Вычислить соз 2л:, если угол х удовлетворяет 
* - а ід х + 1 = 0; 0 < х < 


соотношению 


9. Решить уравнения: 

1) 3 зіп х = 2 сов 2 х; 

2) $іп х + соз 2 х = 


3) $іп 2х = соз 2х; 

4) зіп 2х = (соз х — зіп х) 2 ; 


2 . 6) зіп (* + 30°) + соз (х - 30°) = 0; 


5) зіп 4 л; — соз 4 л: =— ; 

7) зіп 2х соз х + соз 2х зіп х = 0; 

8) зіп (* + |) + зіп (і -*)-!; 

9) зіп ^ + С03 ( х + = 2 соз 2 х; 

10) і§ д: + 2.Х = 0; 

11) зіп (* -у) + зіпу = зіп +-у); 

12) соз 2 ('у + х ) + 2 соз л: + 2 — 0; 

13) сіе (2-л- х) : сі§:л: = -Ь 

14) 2 зіп 2 — л:| = — соз 2лг; 

15) Зі§(я + *) = і е (у-*|. 

10. Вычислить без таблиц: 

1) зіп 4 — + зіп 4 — + зіп 4 — + зіп 4 — ; 

2) 1 г 7°30'. 

11 . Преобразовать в произведения: 

1 ) 1 — зіп х + соз х; 2) зіп а 4- зіп 2а + зіп За; 

3) 2 + 2а + сІ§ 2а; 4) зіп х + зіп у + зіп (х + у); 

соз х + У 3 зіп х ш 

СОЗ X — Ѵз зіп X 


5) 


6) 3 — о. 


ГЛАВА XI 

ОБРАТНЫЕ ТРЙ ГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


§ 127. Прямая и обратная функции 

Функцию 

У = / (*) 

назовем прямой функцией; тогда функция 

х = Ф (у). 


(1) 

( 2 ) 


получаемая из уравнения (1) после разрешения его от- 
носительно х, называется обратной по отношению к 
функции у = {(х). 

Примеры. 

1) у = 2х — 3 (прямая функция, линейная), 

х — (обратная функция, тоже линейная); 


2) у = 2х 2 


(прямая функция), 



здесь две функции, и каждую из них можно назвать об- 
ратной для прямой функции у = 2х 2 . Если мы хотим по- 
лучить однозначную обратную функцию, то надо нало- 
жить ограничения на область изменения аргумента х 
прямой функции; например, если у = 2х 2 и х^-0, то име- 


ем однозначную ей обратную функцию х = 



Отметим, что прямая функция у — 2х — 3 и обратная 


ей функция 


X 


У + 3 

2 


имеют один и тот же график, 


так как любая пара чисел, удовлетворяющая уравне- 
нию (1), удовлетворяет также и уравнению (2). Напри- 
мер, для функции у = 2х — 3 имеем Х\ =2; у\ = 1; х 2 = 
= — 3; г/г = — 9. Но если в обратной функции поменяем 
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местами х и у, т. е. обратную функцию будем обозна- 
чать, как и прямую, буквой у, а аргумент буквой х, то 
графики функций 

у = 2х — 3 (прямая функция), 

У = * ^ 3 (обратная функция) 

уже не совпадают: они симметричны относительно бис- 
сектрисы первого и треть- 
его координатных углов 
(рис. 95). 

Таким образом, прямая 
функция г/=/(х) будет иметь 
однозначную ей обратную 
функцию х = ср(у) или, при 
обычных обозначениях аргу- 
мента и функции, у = (р(х), 
если для прямой функции 
берется такая область из- 
менения аргумента х, в ко- 
торой функция у или только 
возрастает, или только убы- 
вает. 

Пример. Функция у = х 3 возрастает на всей чис- 

_і_ 

ловой оси. Обратная ей функция у = х 3 также всюду 
возрастает. 



§ 128. Функция арксинус 

Будем исходить из графика функции г/ = зіпл: 
(рис. 89). Каждому значению угла х соответствует оп- 
ределенное и единственное значение синуса этого угла; 
в геометрическом истолковании это означает, что перпен- 
дикуляр, восставленный из любой точки оси Ох, пере- 
секает график функции только в одной точке. Но можно 
ли сказать и наоборот, что каждому допустимому зна- 
чению синуса, т. е. числу у, соответствует единственное 
значение угла х? Очевидно, нет, так как нам известно, 
что данному значению синуса соответствует бесчислен- 
ное множество углов; например, если г/ = зіпл: = ^, то 

х = {-1 ) к ^ + пк, где /г = 0, ±1, ±2, ±3,..., т. е. 
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к — любое целое число. Геометрически эти углы мы по- 
лучим, если проведем прямую параллельно оси Ох на 

расстоянии = | и выше оси Ох. Эта параллель пере- 
сечет синусоиду бесконечно много раз, так как график 
может быть продолжен неограниченно в обе стороны. 
На рис. 88 показаны точки пересечения, абсциссы кото- 
рых х равны 

я .• 5 

• • • > - 0" > "о" Л, . . . 

Таким образом, нельзя пока установить обратного со- 
ответствия между значениями синуса (у) и значениями х 
так, чтобы это соответствие было однозначным. Однако 
если угол х считать изменяющимся только на отрезке 

[ тс тс 1 

— - 2 *. ~2 \ > то каждому значению у (|г/|<1) будет со- 
ответствовать единственное значение х. Другими слова- 
ми существует однозначная обратная функция, которая 
обозначается следующим образом: 

Если 

у=ыпх 

то 

х = агсзіп у (|у|<1). 

Последнее равенство читается так: х есть угол (дуга) 
в радианной мере, синус которого (которой) равен у, 
или сокращенно: «х равен арксинусу от у». Символ 
«агсзіп» пишется слитно. Он образован из двух латин- 
ских слов «агсиз» — дуга и «зіпиз». 

Аргумент обратной функции также принято обозна- 
чать буквой х, а функцию — буквой у, так что вместо 
записи х = агсзіп у в дальнейшем будем писать: 

у = агсзіп х, 
где 

Взаимная обратность функций зіп х и агсзіп х запи- 
сывается так: 

зіп (агсзіп х) = х, если |*|<1, 
агсзіп (зіп л:) == лг, если |л;|<4> 
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т. е. знаки операций «агсзіп» и «зіп», если они следуют 
друг за другом, взаимно уничтожаются и остается то 
число х, над которым последовательно были произве- 
дены эти две операции. 

Например, 1) зіп (агсзіп = зіп ^ — у ; 


2) зіп [агсзіп (-^)] = зіп (--^) = - 

3) агсзіп (зіп 

4) агсзіп [зіп (—!)]= — !• 

. ( . 2 \ , 2 
агсзіп л 1 Ф -д- я. 


Это выражение надо вычислять так: 


откуда 



Примечание. Множество всех углов, синус кото- 
рых равен х (|х|<.1), обозначают символом Агсзіп х, 
так что, например, 

Агсзіп -^ = ^ ( — I) 4 + я к, 

Агсзіп -^г-)= --^(-1) 4 + яй, 


где к — 0, ±1, ±2, . . . 


§ 129. График функции у = агсзіп х 

Для построения, графика функции 

«/ = агсзіпл: (1) 

можно воспользоваться тем, что из соотношения (1) сле- 
дует 

х = зіп у (2) 

по определению функции арксинус. 
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Если построим ту часть синусоиды х = зіп у, которая 
соответствует изменению аргумента у на отрезке 

[~Т’ т]’ то эт0 и есть график функции у = агсзіп х 

(рис. 96). Вся синусоида х = 
— зіпі/ есть график многозначной 
функции 

у = Агсзіп х. 

Отметим свойства функции 
агсзіп х, которые можно обнару- 
жить с помощью графика: 

1) функция определена толь- 
ко на отрезке [ — 1, 1]; 

2) множество всех значений 

функции составляет отрезок 

Г_і я] т е 

I 2 » 2 ] , т. е. 

— -у- ^ агсзіп х ^ — ; 

3) если аргумент х пробегает 
отрезок [ — 1, 1] слева направо, то 
значения функции у изменяются 

от до т. е. функция 

возрастает на всем отрезке [ — 1, 1], принимая наимень- 



шее значение при х = — 1, равное 


2 ’ 


и наибольшее 


значение при х = 1, равное ; 

4) ' функция обращается в нуль при х = 0; 

5) функция агсзіп х нечетная: 

агсзіп ( — х) = — агсзіп х\ 

график ее симметричен относительно начала координат. 


§ 130. Функция арктангенс 


Функция у = і&х каждому значению аргумента х 
из области определения [х Ф + я/г| ставит в соответ- 
ствие определенное значение у — тангенс этого угла. 

Можно установить и обратное однозначное соответ- 
ствие между значениями у их, если функцию у — \цх 
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будем рассматривать только при тех значениях х, кото- 
рые находятся в промежутке у, у| . Тогда каж- 
дому действительному числу у, принимаемому за значе-. 
ние тангенса, можно поставить в соответствие единствен- 
ное число х — соответствующий угол в радианной мерея 
любая прямая, параллельная оси Ох, проведенная на 
каком угодно конечном расстоянии от оси Ох (выше 
или ниже ее — все равно), пересечет график функции 
у = х только в одной точке, абсцисса которой заклю- 
чена между— у и у (рис. 91). 

Определение. Функция, обратная тангенсу, на- 
зывается арктангенсом. 

Если у = х — прямая функция, то х — агс(§ у — об- 
ратная функция. 

Эту запись надо понимать так: « х есть такой угол 

в радианной мере, взятый из промежутка у> у)» 

тангенс которого равен числу у». Переставляя обозна- 
чения аргумента и функции, запишем обратную функ- 
цию в виде у = атсі§х. В этой записи аргумент х (тан- 
генс) — любое действительное число, функция у (угол 
в радианной мере) — любое число из промежутка 
/я я\ 

I 2 * 2 )• 

Взаимная обратность операций «{§» и «агсід» запи- 
сывается так: 

1§(агс1дх) = х {х — любое действительное число), 

агсіе Цё х) = л: ( - у < х < у) . 

Таким образом, 


1д(агс1е2) = 2, №гс{д(-я)]= -я; 

агсі§:(ід у) = у, но агсі е (ід я) -уЦ 


поскольку угол у я выходит за пределы промежутка 
(—у, у). Поэтому надо писать: 

агсід^у я) = агс1д(-1)= - у. 


Примечание. Множество всех углов (дуг), тан- 
генс которых равен данному числу х, обозначают через 
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Агсід х. Отсюда следует, что функция у = Агсі§ х много- 
значна: 


Агсіё 1 = -^+л к, 

Агсі§(- ~^ + пк, 

где к = О, ±1, ±2, . . . 


§ 131. График функции у = агсід х 


На рис. 97 изображен график функции у = атсі§х. 
Этот график совпадает с графиком функции х = у, 

когда аргумент у изменяется в промежутке ^ — . 

Свойства функции агсідл;: 

1) аргумент х может быть любым действительным 

числом, т. е. функция 
определена на всей чис- 
ловой оси; 

2) множество; значе- 
ний функции (у) об- 
разует промежуток 

( _ М . , 

\ 2 ’ 2 )> і 



Рис. 97. 3) функция агсі^х 

нечетная, так как 
агс!§( — х) = — агсі§ х\ график симметричен относитель- 
но начала координат; 

4) функция агсі^л: возрастает во всей области ее 
определения: когда х, возрастая, пробегает числовую 
ось в направлении слева направо, значения функции по- 
следовательно увеличиваются; 

5) функция арктангенс не имеет ни наибольшего, ни 
наименьшего значений, если ее рассматривать на всей 
числовой оси ( — оо < х < +-оо). 


§ 132. Обратные функции агссоз х и агссід х 

Определение 1. Функция, обратная косинусу, на- 
зывается арккосинусом. 

Если у = соз х, то х = агссоз у , что следует понимать 
так: х есть угол (дуга), косинус которого (которой) ра- 
вен у. Обозначая аргумент обратной функции также 
буквой х, а функцию буквой у, получим запись 
у = агссоз х „ 
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Функция арккосинус будет однозначной, если мно- 
жество ее значений заполняет отрезок [0, я]. Тогда каж- 
дому значению 1 соответствует единственное зна- 

чение у (0 4^г/;<я). 

Взаимная обратность функций созх и агссоз х запи- 
сывается так: 

соз (агссоз х) = -г, если — 1<х< 1, 
агссоз (соз х) = х, если 0<х<я. 


График функции у = агссоз х совпадает с той частью 
графика функции х = соз у, кото- 
рая соответствует изменению у от О 
до я (рис. 98). Пользуясь этим гра- 
фиком, установите свойства функ- 
ции агссоз х. 

Определение 2. Функция, 
обратная котангенсу, называется 
арккотангенсом. 




Из равенства у = сі§[ х следует, что х — агссід у , или 
в уже привычных обозначениях, 

у = агссі§ х. (1} 

В равенстве (1) х — любое действительное число, 
принимаемое за значение котангенса, у — соответствую- 
щий угол (дуга), взятый (взятая) из промежутка 
О < у < я. График функции изображен на рис, 99. ’ 

Примеры. 

1) агссі 3 ) агссоз (- 1) = я; 

2) агссід (— 1) = -|-я; 4) агссоз = 
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Взаимная обратность функций агссідл: и сі^лг видна 
Из следующей записи: 

(агссід х) — х, -оо<л:<оо| 

згссід; (сід; х) = х, если 0<*<я. 

Примечание. Множество всех углов, крсицус (ко- 
тангенс) которых равен х, обозначают символом Агссбз х 
(соответственно Агссідх). Например: 

Агссоз = ± у + 2пк, 

Агссід(-1) = -|я + я6, 
где к = 0 , ±1. ±2, . . , 

§ 133. Некоторые тождества, связывающие обратные 
тригонометрические функции 

Теорема. При всяком действительном значении х, 
удовлетворяющем неравенству |х|< 1, имеет место тож- 
дество 

агсзіп х + агссоз х = . 

Доказательство. Рассмотрим два угла 

агсзіп х и ~ — агссоз х 

и докажем, что они совпадают. 

По определению 

— агсзіп *< 2 -, 

О ^ агссоз х ^ я. 

Из последних неравенств получаем: 

л Л - п 

-т<т- агссо8л: ^Т* 

Итак, оба рассматриваемых угла содержатся в про- 
межутке -|-]і являющемся, как известно, мно- 

жеством значений однозначной функции у— агсзіп х. 
Следовательно, для доказательства совпадения этих уг- 
лов достаточно доказать совпадение их синусов. 
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Действительно, 

зіп (агсзіп х) = х, 

5Іп ^ — агссоз = соз (агссоз х) = х, 
т. е. теорема доказана. 

Подобным же образом может быть доказано, что при 
любом действительном значении х справедливо тожде- 
ство 

агсід х + агссід х = ~ . 

Доказательство рекомендуем читателю провести само- 
стоятельно. 


§ 134. Выражение любой обратной тригонометрической 
функции через остальные 


Любую из четырех обратных тригонометрических 
функций можно выразить через любую из. трех осталь- 
ных. 

1. Выражение агсзіп х через арккосинус, арктангенс 
и арккотангенс. Пусть 

зіп а = х (0 < х < 1). 

Тогда 

соз а = У 1 — х 2 , 



Равенства (1) вместе с исходным равенством равно- 
сильны следующим равенствам: 


а — агсзіп х, 
а = агссоз ]/ 1 — х 2 , 


а — агсід 



а = агссі§ 



СО 


Эти равенства вытекают из самого определения обрат- 
ных тригонометрических функций. 
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Так как левые части всех равенств (2) равны между 
собой, то равны и их правые части: 

УТ^ 


агсзіп х = агссоз У 1 — х 2 — агсі^ 
Пример. 


У 1-х 2 


= агссід- 


агсзт -уу = агссоз 


169 


= агс({у 


_5^ 

13 


л /~ 1 — — 

V 169 


л/~ 1 

= агссіё Х Ж, 


_5_ 

13 


ИЛИ 


. 5 12 , 5 ,12 

агсзт -уу = агссоз -уу = агсі§ -уу = агссід 


5 ’ 


2. Выражение агсід к через остальные обратные три- 
гонометрические функции. Пусть 


Тогда 


і§ а = х (*>0; 0 < а < у) . 


сіда = — , соз а = , 

5 * У 1 + х 2 

Поэтому 

а = агсід х, 


зіп а = 


У 1 + * 2 


а = агссіе — , 


а = агссоз 

а = агсзіп 
1 


1 


Ѵ\+ X 2 ’ 

X 

УТ+Т г ’ 


агсі^ -ѵ = агсеІ§ — = агссоз , г 
х у і х 

Пример. 

,3,4 1 

агсі§ -у = агссід -у = агссоз — ■ - 

У 1+ іб 


= агсзіп 


: агсзіп 


У 1+х 2 

3^ 

4 


У 


16 


ИЛИ 


, 3 ,4 4 .3 

агсі§-у- = агссід-д- = агссоз -у = агсзіп -у 
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Рекомендуем читателю тем же методом показать спра- 
ведливость следующих равенств: 


агссоз л: = агсзіп ]/ 1 — х 2 = агсі§ 


У 1 -ж 2 


= агссі§ 

агссір х = агсіц — = агсзіп - = 

* УТ+Т 2 


У I — X 2 


= агссоз 


У 1+х 2 


(0<х<1) 5 


(х > 0). 


§ 135. Примеры на обратные тригонометрические 
функции 

Пример 1. Вычислить зіп [агссоз (~ тг) + 3 агсзіп 


Полагаем: 


Тогда 


а = агссоз ( — , р = агсзіп-^-. 


соза= — у, следовательно, а = -=-я, 

. а Уз Я 

2 іп р = — ^ — * следовательно, р = — , 


откуда 
( 2я 


зіп 


(х+ 3 • т) = 8іп х = 5іп ( 2я - т) = 


8Ш т =- V- 


Пример 2. Вычислить (агсзіп 4 + агс^ 4) • По- 


лагаем 


Тогда 


а = агсзіпу, р = агсі^ 


зіп а = - 


іда = 


_1_ 

3 ] 4 

УЩ = 7Г ; 
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По формуле тангенса суммы имеем: 


*е(а + Р) : 


*§: « + Р 

і - а • іе р 


іга “7Г‘ 


_и + і 

/8 3 

Л 


3 + 8 У 2 
6/2-4 


3 , 19 . 


3/8 


Пример 3. Вычислить зіп (2агс1д-|- — уагссозу) . 

В новых обозначениях данный пример можно пере- 
писать так: 


ЗІП 


( 2 а -т)> 


где 


а = агсі^у , 

о 3 

Р = агссоз . 


( 1 ) 


По этим данным предварительно вычислим зіп2а, соз2а, 

р Э 

зіп у и соз -у, таи как 


зіп (2а.- ] = зіп 2а • соз - соз 2а • зіп . 

Из равенств (1) следует 

*&а = у» созр = т , 
где а и Р — острые углы. Поэтому 

• о 2(^а 

зіп 2а = тт~гі — 5 
1 + і§ 2 а ’ 

, 1 

при і^а = -р имеем: 


( 2 ) 


зіп 2а = у = у 

4 

соз 2а = ) ~ І § ; а 

1 + 4§ 2 а 


4га=-2 
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(здесь угол а рассматривался как половинный по отно* 
шению к 2а, а потому были применены формулы § 119)» 
Аналогично 

Р _ I + С05 р 


51П- 


з 

СОЗ Р — — 


=1/2: 


Р / 1 + С05 Р 

СОЗ -77 = 1/ — 


=4/14. 


2 У 2 
Теперь, используя (2), имеем 
8Іп ^агсіду — уагссоз-^ = 

2-і 


о ° 

созР= 7 


ѴТ4 3/2 


20 


0,536, 


Пример 4. Проверить справедливость равенства 
агс1§ 4 ^ 2 агсі & 7 = агс ^ Т • 

а ~2Э ' 

Если данное равенство справедливо, т. е. левая и пра- 
вая части представляют собой одинаковые, углы, *то 
равным углам соответствуют равные тангенсы. Возьмей 
тангенс от левой и правой частей: 


^ ( агсІ е 4 + 2 агс1 ё у) = (а + 2Р) = 4 -Іа!І 2 2р * 


Но 


2Й = - - - 2 ^ 

ё р 1 - іё 2 Р 




_7_ 

24 


»<2Р<5). 


1&а = 7г(°<а< 


а потому а + 2р<-т 7 , и левая часть равенства есть 
острый угол, причем 


(агс1§4 + 2 агсі ёу) ; 


11 24 


1 11 

1е(агсі*4) = |- 


7_ 

24 


2 ’ 


Из равенства тангенсов двух острых углов следует 
равенство самих углов. Этим равенство доказано. 
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Пример 5. Найти х из уравнения 

агсзіп х — агссоз х = 0 (лг > 0). 

Так как агсзіп х = агссоз У\ - х 2 , то уравнению можно 
придать следующий вид: 

агссоз У 1 — х 2 — агссоз х, 

откуда 

УТ^У? = х, 1 - х 2 = х 2 ; 

2х 2 = 1 , или х = ± -у- . 

Проверка: 

, \ • У 2 У 2 п л п 

1) агсзіп агссоз -гг- = т — т = 0; 

7 2 2 4 4 

2) агсзіп ( - - агссоз ( - \ Ф 0. 

У 2 

Число ^ — не является корнем данного уравнения, 

оно есть корень уравнения 

агсзіп х — агссоз х — — п. 


§ 136. Некоторые примеры тригонометрических 
уравнений 

В '§ 124 были показаны приемы решения простейших 
тригонометрических уравнений. 

Рассмотрим еще другие типы тригонометрических 
уравнений и способы их решений. 

1. Уравнение вида 

асоз 2 х + Ь созх • зіп х + с зіп 2 х = 0. (1) 

Уравнение (1) называется однородным относительно 
зіп х и созх, причем степень однородности равна 2. 
(Сравните с алгебраическим уравнением ах 2 + Ьху + су 2 = 
= 0, которое тоже называется однородным второй сте- 
пени относительно х и у.) 

Будем считать все три коэффициента а, Ь и с отлич- 
ными от нуля. Очевидно, что решениями или корнями 
уравнения (1) не могут являться те углы, косинус или 
синус которых равен нулю: 

созх=^0, зіпх=^0. 
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Допустим противное, т. е. что созл' = 0. Тогда первые 
два члена левой части уравнения (1) обратятся в нуль 
и получится: 

С • ЗІП 2 # = 0, 


что невозможно при с ФО, так как зіп# = ±1 при 
соз х = 0. 

Аналогично убеждаемся в том, что зіпхч^О. В та- 
ком случае можно делить все члены уравнения на 
соз 2 д: (или на зіп 2 #). Получим квадратное уравнение 
относительно тангенса (соответственно котангенса): 


откуда 


с • і^ 2 # + Ь • ж + а = 0, 




— Ь ± У Ь 2 — 4 ас 


2 с 


если Ь 2 — 4ас^-0, то уравнение имеет действительные 
корни. 

Пример. 2 соз 2 # + 5 соз х • зіп х — 3зіп 2 # = 0. По- 
сле деления на соз 2 # получим: 


0е*)і, 


3 ід 2 # — 5 х — 2 = 0, 

5 ± /25 + 24 5 ±7 


(*В*)і = - 


(*в *)* = 2; 


х, = агс1в(-у)+я&, лг 1 = - агсіё ~+'кк, 
х 2 = агсі§- 2 + пк, 


где к = 0, ±1, ±2, ... 

Вообще уравнение вида 

а соз 2 х + Ь соз х зіп х + с зіп 2 х = т. 


где т ФО, решается так: умножаем правую часть урав- 
нения на 1 = зіп 2 х + соз 2 х. 

* Тогда 

а соз 2 х + Ь соз х зіп х + с зіп 2 х = т (зіп^ х + соз 2 #), 

(й щ) соз 2 х + Ь зіп х -СОЗ# + (с — т)зіп 2 # = 0. 

Это однородное уравнение, и оно решается предыдущим 
способом. 


9 Р, Л. Кал нии 
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2. Уравнение вида 

а соз х + Ь 5іп х = с (аФ О, Ь Ф 6, с~Ф О). 
Выразим сое х и $іп х через у (§ 1 19); получим; 

1 2 р Ь = С , 

і + *е г у і + Ѵу 

или 


а 


1 - г 2 
1 + г 2 


+ ь 


2г 

1 + 2 2 


С 



что приводит к квадратному уравнению: 

(а + с) г 2 — 2 Ьг + с — а = 0. 


Если дискриминант Б = Ь 2 — (с — а) (а + с)> 0, или 
й 2 + 6 2 >с 2 , то уравнение имеет действительные корни. 
Пример. 5 соз* + 4 зіпл: = 3. 

Здесь а 2 + Ь 2 — с 2 = 25 + 16 — 9 = 32 > 0, и уравне- 
ние имеет действительные корни. Получим: 

8 г 2 — 82 — 2 = О, 

4г 2 — 4г — 1 = О, 


*і = 


2-/8 

4 


1-/2 

2 ’ 



1-/2 
2 * 




/ 2+1 


1+/2 . 

22 2 ’ 

*і , /2-1 , 

“з" = - агсіё — 2 — + л/г, 

*і = — 2 агсід - ^^ 2 ~ 1 + 2л&; 
.лг 2 = 2 агсід ^ 2 + 1 + 2л6. 


Наименьший положительный угол, удовлетворяющий 
данному уравнению, есть 

х = 2 атсіе -\ + ’ . 

Найдем его величину сначала в градусах, а потом в ра- 
дианах: 


/ 2+1 

2 


2,4142 

2 


1,2071, 


агсіе 1,2071 ~ 50°22', 

2 агсід 1,2071. « 100°44' « 1,758 рад. 
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Второй способ решёіійй. ПреббрТзуШ Л’ёвую 
часть уравнения: 

5 соз х + 4 зіп х = 4 ^ соз х + зіп х 

Введем вспомогательный угол ср, полагая Ф = (ф =" 
=■ 5 1 °20') . Тогда 

5 соз х + 4 зіп х = 4 (ід ср соз х + зіп х) = — зіп (х + ф). 

Сравнение теперь принимает вид 

— 5іп(х + ср) = 3, 

СОЗ ф \ ' 

откуда 



• / , \ 3 соз ф 

ЗІП (X + ф) = =3— 1 . 


Но 


СОЗ ф = 


1 


У \ + і§ 2 ф ../, 25 У 41 6,403 * 

I 7 + 16 

зіп (х + ф) =» • 6 403 ~ 2,134 ~ 0>4686. 


Поэтому 

х + ср = ( — 1)* агсзіп 0,4686 + лк (к = 0, ±1, . . .). 
Но 

агсзіп 0,4686 « 27° 57'. 


Окончательно, 

х = — 51°20' + ( — 1 ) ^ • 27° 57' + 1 80° - Дг. 

Часто удается после переноса всех членов уравнения 
в левую часть разложить эту часть на множители. При* 
равнивая каждый сомножитель нуЛю, находим корнй 
данного уравнения. 

Примеры. 1) созх — соз2х=1. Представляем 
уравнение в следующем виде: • , 

соз х — (1 + соз2х) = 0, 
соз х — 2 соз 2 х = 0, 
соз х(1 — 2 созх) = 0. 

Если произведение равно нулю, то должен быть равен 
нулю хотя бы один из сомножителей: либо 


созх = 0, х, = -2- (2к + 1), 


9* 
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либо- 

1 - 2 С05 X = О, соз х =-• — , 

*2 = ±-у + 2 пк (к = 0, ± 1, ±2, ...). 

2) зіп х + зіп Зх + 8Іп 5х = 0. Сумму зіп х + $ігі 5х 
преобразуем в произведение: 

зіп х + зіп 5х = 2 зіп Зх ■ соз 2х. 

Уравнение принимает вид 

2 зіп Зх ■ соз 2х + зіп Зх = О, 

зіп Зх (2 соз 2х + 1) = 0. 

Приравнивая нулю каждый сомножитель в отдель- 
ности, получаем: 

зіп Зх = 0, Зх = як, х, = у 6 (6 = о, ± 1, ±2, ...); 
2соз2х+1=0, соз2х= — 

откуда 

2х= ±^- + 2 лк, х 2 = ± у + л/г(й = 0, ± 1, ± 2, . . .)• 

§ 137. Общие указания к решению 
тригонометрических уравнений 

Приемы решения тригонометрических уравнений весь- 
ма разнообразны и нет общего правила решения всякого 
уравнения. Поэтому ограничимся показом на примерах 
некоторых часто применяемых приемов решения. 

1) Если уравнение содержит несколько различных 
тригонометрических функций одного и того же аргумен- 
та, то можно все функции выразить через одну, после 
чего получим алгебраические уравнения относительно 
неизвестного, обозначающего ту функцию, через кото- 
рую выражены все остальные. 

Пример 1. 3 зіп х + соз 2 х = 2. Здесь удобно соз 2 х 
выразить через синус, после чего получим квадратное 
уравнение относительно зіп х: 

зіп 2 х — 3 зіп х + 1 = 0. 
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Решая его, получим: 


81П х = - 


■/5 


х = ( — 1 22°30' + 1 80° • к 


второй корень, зіп х — 
3 + /5 


3 + /5 


* 0,382, 

(к = 0 , ± 1 , . . .); 

отбрасывается, посколь- 


ку 


> 1 . 


Пример 2. 3 зіп х + соз х = 1 . В данном случае не- 
целесообразно заменять созх на ± У 1 — зіп 2 лг, так как 
получим иррациональное уравнение относительно зіпх, 
и после освобождения от радикала могут появиться по- 
сторонние корни. Проще решать это уравнение так: 

Ззіпх — (1 — соз х) = 0, 

6 ЗІП С08-2 — 2 ЗІП 2 у = 0. 


После сокращения на 2 и разложения левой части на 
множители имеем: 


зіп ~ ^3 соз ~ — зіп - 0; 
зіп^ = 0, лг,==2я к\ 

^"1 = 3, х 2 = 2агсід;3-і-2я&. 

2) Если уравнение содержит тригонометрические 
функции от различных аргументов, в состав которых 
входит неизвестное, то часто целесообразно привести 
функции к одному аргументу. 

Пример 3. зіп х -(- 2 соз 2 л: = 1,5. Здесь можно 
соз2х выразить только через зіпх, так как соз 2х = 
= соз 2 х — зіп 2 х = 1 — зіп 2 х — зіп 2 X = 1 — 2 зіп 2 X, после 
чего получим квадратное уравнение относительно зіпх: 

8 зіп 2 л: — 2 зіп л: — 1=0, 

зіп Х\ “ і Л ' ,== іг( — 1)* + я к (к — 0, ± 1 , ± 2, . . . ), 
зіпх 2 = — х 2 = (— 1) %+І агсзііг^- + я6 

{к = 0, ±1, ± 2, . . .). 
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Пример 4. соз х + соз 2х + соз Злг = 0. При реше- 
нии этого уравнения нет необходимости приводить все 
функции к одному аргументу. Преобразуем левую часть 
уравнения в произведение: 

(соз х + соз Зх ) + соз 2х = 0, 

2 соз 2л: соз х + соз 2л: = 0, 
соз 2л: (2 соз х + 1 ) = 0, 

х, = ^(2к + 1); х 2 =±Ц- + 2 лк {к = 0, ± 1, ±2, ...). 

3) Приведенные примеры показывают, что одним из 
результативных приемов решения уравнений является 
разложение левой части уравнения на множители после 
переноса всех членов в эту часть. Поэтому иногда 
приходится прибегать к искусственным приемам разло- 
жения. 

Пример 5. = 1 + зіп 2х. Представим урав- 

нение в следующем виде: 

1 + <8 х , „ . 

• у_ іех — I = 2 зш х соз х, 
или 

- ^ х — 2 зіп х соз х = 0; 


выносим общий множитель зіпх: 


1 


дли 


ЗІП х I соз X / =0, 

1-І&Х ] ’ 

зіп х ( ^ соз л:) = 0; 

1) зіп л: = О, х { = лк {к = 0, ±1, ±2, . 




2 ) 


С08 X — ЗІП X 


— соз х = 0, 


1 — СОЗ 1 2 X + 5ІП X СОЗ X _ р 
СОЗ X — ЗІП X 

Предполагая, что созл: — зіпх=^0, находим: 
1 — соз 2 х + зіп х соз х = 0, 
зіп 2 х + зіп х соз х = 0, 
зіп х (зіп х + соз х) = 0; 
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отсюда либо зіп * = 0, тогда имеем 1), либо 


или 


зіп* + соз* = 0, 


* 2 =-| + л6 (к = 0, ± 1, ...)• 

4) Если уравнение содержит квадраты синусов пли 
косинусов от неизвестного аргумента, то обычно приме- 
няют формулы понижения степени, заменяя зіп * 2 * * на 

I — соз 2* ч 1 + С08 2х 

2 > а соз^л: — на ^ • Этот прием целесо- 

образно применять и при более высоких четных степе- 
нях синуса и косинуса. 

Пример 6. зіп 4 * + соз 4 * = . Решение: 

О 

| 1 - С08 2* ^ ^ | 1 4- соз 2х = _5 

(1 — СОЗ 2*) 2 + (1 + соз 2*) 2 = , 

2 + 2 соз 2 2* = у . 

или 

1 + соз 4* = , соз 4* = - , 

4* = ± 2л к, 

х=± Т+^ к (^ = 0, ±1, ± 2, . .). 

5) Уравнение, содержащее члены с произведениями 

синусов или косинусов, бывает удобно приводить к виду, 
в котором произведения заменены алгебраическими 
суммами. , ; 

Пример 7. зіп 5* соз Зх— зіп 8* соз 6* = 0. Реше-. 
ние: 

~ (зіп 8* + зіп 2*) — (зіп 1 4* + зіп 2х) = 0, 

зіп 8* — зіп 14* = 0, 

— 2 зіп 3* соз 1 1 * — 0, 

зіп 3* = 0, *і = -д к {к = 0, ± 1 , ± 2, ■ . .), 
соз 1 1* = 0, х 2 = ~{2к+\) {к = 0, ± 1, ±2, 
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§ 1 П8. Графики функций, получающиеся 
преобразованием синусоиды 

1. График. функции у = зіп(х + а). Рассмотрим, как 
связаны между собой графики функций 

у = &\п х и у = зіп(х + а). 

Положим для определенности а > 0. 

При одинаковых значениях независимого переменно- 
го х аргументы этих двух функций отличаются на по- 
стоянную величину (х + а) — х = а. Вследствие этого 



всякой точке ЛПна графике у = біп х будет соответство- 
вать точка М\ на втором графике с той же величиной 
ординаты, но абсцисса точки М\ меньше абсциссы точ- 
ки М на величину а. Таким образом, любая точка 
первого графика может быть преобразована в соответ- 
ствующую точку второго графика переносом ее парал- 
лельно оси Ох в отрицательном направлении на вели- 
чину а (рис. 100). 

Если сдвинуть синусоиду у = 5ІП х вдоль оси Ох в 
отрицательном направлении на величину о, то произой- 
дет слияние (совпадение) этих двух графиков, и можно 
Сказать, что график у = зіп(х + а) есть синусоида 
у — 8іпх, сдвинутая вдоль оси Ох влево на величину а. 

Вообще, график функции р = зіп(х + а) есть сину- 
соида у = 8Іп х, сдвинутая вдоль оси Ох на величину Іа| 
вправо при а < 0 и влево при а > 0. 

Примечание. В частности, при а = у такое пре- 
образование синусоиды было нами рассмотрено в § 113 
при построении графика функции у — созх, так как 
$іп(х + -|| = соз X. 
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2. График функции у = А зіггж. Сравним две функ- 
ціш. 1) г/ = 2$іп,ѵ (Л = 2) и 2) у — зіп х {^А — с функ- 
цией у = 8ІП х. 

При одинаковых значениях аргумента х значения 
первой функции в два раза больше соответствующих 
значений функции у — зіпх; значения второй функции — 
в два раза меньше. В геометрическом истолковании это 
означает, что ординаты кривой у •= 2зіп.ѵ могут быть по- 
лучены из соответствующих ординат кривой у = зіп х 



растяжением их в два раза в направлении оси Оу (по- 
ложительные ординаты растягиваются вверх, отрица- 
тельные — вниз) . 

График функции У~\ зіп я получается из графика 

у — зіп х сжатием всех ординат в два раза в направле- 
нии оси Оу, что изображено на рис. 101. 

Вообще, график функции у = А зіп л: получается из 
графика у = з іпх растяжением ординат в А раз в на- 
правлении оси Оу при А > 1 и сжатием их в ~ раз, 
если 0 < А < 1. 

Число А называется амплитудой синусоиды у = 
= Л зіп .г и означает наибольшее отклонение точек гра- 
фика от оси Ох, т. е. наибольшую по абсолютной вели- 
чине ординату кривой. 

Примечание. График функции у = — 2 зіп л: есть 
зеркальное отражение относительно оси Ох графика 
у = 2з\пх (см. рис. 101). Вообще график функции у = 
= Лзіпл; при Л<0 получается из графика у = зіп х 
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растяжением ординат, если |Л|> 1 (соответственно сжа- 
тием, если | Л | < 1) с последующим отражением относи- 
тельно оси Ох. 

2. График функции у = зіп 6*. Пусть у= зіп 2* (6 = 2). 
Нетрудно сообразить, что период этой функции равен я, 
т. е. Т = я, где буквой Т обозначен период. Действи- 
тельно, по определению периода равенство 

зіп2(х + Т) = зіп 2х 

должно выполняться при любом значении х, или 
зіп ( 2х + 2 Т) = зіп 2х, 
что возможно, только если 

2 Т = 2яп, Т = яп. 

Так как Т = я при п = 1-, то я и есть наименьшее поло- 
жительное число, прибавление которого к х не меняет 



значения функции г/ = зіп2х, т. е. ее период. График 
функции у = зіп2х есть синусоида, сжатая в два раза 
в направлении оси Ох (рис. 102). 

График функции у= зіп ~ есть растянутая в два раза 

синусоида с длиной волны (периодом) 4я, так как тож- 
дество 


или 


зіп 


х + т 
2 




будет справедливым при всех значениях х, если 
Т 

~2 = 2я, т. е. Т = 4я. 
Построение графика дано на рис. 102. 
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4. График функции у = хіп (кх + а), к > 0. Аргумент 

(кх + а) можно представить в виде к(х+а\), где 

Тогда у = 5іпй(л: + щ). Параллельным сдвигом (перено- 
сом) синусоиды г/ = 5ітс в направлении оси Ох на ве- 
личину а\ (вправо на |йі|, если а\ < 0, и влево при 
0) достигнем того, что новому положению сину- 
соиды соответствует и новое уравнение у = зіп(л: + О)). 



Если теперь длину волны сократить в к раз, если к > 1 
(соответственно удлинить в раз, если /г < 1 ) , то та- 
кому вторичному геометрическому преобразованию си- 
нусоиды соответствует уравнение 

у = 5Іп к(х + аі) , или у = 5іп(кх + а). 

Итак, график функции у = зіп (кх + а) есть преобра- 
зованная, или деформированная, синусоида. На рис. 103 

изображен график функции /у = зіп ^ 2л: — с П0ка30М 
каждого преобразования. 

5. График функции у — А §іп ( кх + а). Этот график 
представляет собой деформацию (искажение) графика 
у = 5іп(6х + а), а именно — растяжение всех ординат 
графика в направлении оси Оу в А раз, если А > 1, или 

сжатие в ~ раз, если 0 < А < 1 (если же А < 0, то со- 
ответственно сжатие или растяжение производится с по- 
следующим отражением относительно оси Ох). Пример 

такого графика (у = 1,5 зіп І2х - 4) ) изображен на 
рис. ЮЗ. 1 1 ІП 
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6. Функция у = А со 5 кх + В зіп кх. Покажем, что 
функция 

у = А соз кх -Ь В зіп кх ( 1 ) 

может быть приведена к виду 

у = С зіп (кх + а). 

Умножим и разделим первую часть равенства (1) на 
У А 2 + В 2 : 


У= V А 2 + В 2 [ г А _ г соз кх + - 7 - Д : . . зіп кх) 

\У А 2 + В 2 Уа 2 + в« Г 

Положим 

А . В 

г - - = зіпа, ' г - — соз а. 

Уа 2 + в 2 Ѵа 2 + в 2 

что всегда возможно, так как по абсолютной величине 

А в 


каждая из дробей 


и 


Ѵа 2 + в 2 “ УТУТв 

ницы и сумма их квадратов равна единице: 


не больше еди- 


<1. 


У А 2 + В 2 

(м4ѵ)' + (' 


в 


Уа 2 + в 2 

в 


'< 1; 


У А 2 + В 2 


Г- 


Тогда имеем; 

у = У А 2 + В 2 (зіп а соз кх + соз а зіп кх) = 

= У А 2 + В 2 зіп (кх + а) = С зіп (кх + а). 


где С = У А 2 + В 2 . 

Пример. у= — 0,5 соз 2а + 1,2 зіп 2а. Здесь А = — 0,5; 
В =1,2; к = 2. Находим: 


С = У( — 0,5) 2 + (1,2) 2 = 1,3. 

Тогда 

соз а = = - 4" ~ “ 0-3846; 

зіп а = -[4 = ТУ ~ 0,9231. 

Угол ос принадлежит второй четверти, в которой синус 
имеет положительное значение, а косинус — отрицатель- 
ное. По таблицам находим: 

а = 180° — 67° 23' = 112° 37'. 
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В радианной мере 

а = 1,9654, или а~ 1,97. 

Таким образом, 

У = 1,3 зіп(2,ѵ + 1,97), • 

т. е. мы получили уравнение вида, рассмотренного выше 
(см. и. 5). 

§ 139. Графическое решение тригонометрических 
уравнений 

Пример 1. Пусть надо решить тригонометрическое 
уравнение зіп2х = 0. Это означает, что надо найти корни 
функции у = зіп 2х, а в геометрическом истолковании — 
абсциссы точек пересечения графика с осью Ох. Точки 



пересечения кривой у= зіп 2х с осью абсцисс могут быть 
заданы формулой х = ^к (к = 0, ±1, ±2, ...), что изо- 
бражено на рис, 104. 

Пример 2. Корни уравнения зіп2л; = у представ:- 
ляют абсциссы точек пересечения графика у = зіп 2х с 
прямой у = — , параллельной оси Ох и расположенной 

над ней на расстоянии сі = ~, Точки пересечения имеют 
вид 

х = {-\) к ~-\-~к (/г = 0, ±1, ±2, ...). 

На рис. 104 отмечены ближайшие к началу коорди- 
нат точки с абсциссами: . .. 
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Пример 3. Решение уравнения зіп2х — созл: = 0 
сводится к отысканию абсцисс точек пересечения гра- 
фиков двух функций, у = зіп 2х и у= созх, так как урав- 
нению можно придать вид 

зіп2л: = созх. 

Абсциссы точек пересечения графиков у = зіп2х и 
у — созх, т. е. корни уравнения, определяются двумя 
формулами (рис. 105): 

*, = |(2Й + 1) (й = 0, ±1, ±2, ...), 

х 2 = (-1) к -% + пк (6 = 0 , ± 1 , ± 2 ,...). 

На рисунке изображены корни — ^ , у, -| -я, полученные 



зх 5 

из первой формулы при к = — 1, 0 и 1, и корни -^-л, 
полученные из второй формулы при к = 0 и 1. 


§ 1 40. Простое гармоническое колебание 

По окружности радиуса ОА = а движется точка М 
с постоянной угловой скоростью в положительном на- 
правлении. По какому закону движется проекция точ- 
ки М на ось Оу, т. е. точка С, если в момент начала дви- 
жения (і — 0) движущаяся по окружности точка М на- 
ходилась в положении М 0 ] угловая скорость точки М 

равна © (рис. 106). 

В начальный момент радиус ОМ 0 образует с осью 
Ох угол /. АОМ 0 = ос. Через I секунд угол увеличится 
на величину ті, и радиус ОМ, соответствующий новому 
положению точки, образует с осью Ох угол /.хОМ = 
= ( оі + а. За время і сек проекция точки М на ось Оу, 
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т. е. точка С, из первоначального положения С 0 сме- 
стится по оси Оу в положение С. Если обозначим через 
у отрезок ОС, характеризующий отклонение проекции С 
от центра окружности в момент времени і, то 

= $іп (со/ -1- а), 

или 

у = а 8іп (со/ + а). 

Это и есть закон, описывающий движение проекции на 
ось Оу точки М. Проекция С движется прямолинейно 
по оси Оу, колеблясь около точки О, т. е. отклоняясь 
то вверх, то вниз не больше, чем на величину радиуса. 
Следовательно, проекция 
движется по оси Оу между 
точками В\ и В. 

Определение. Дви- 
жение по закону 

у = а зіп (со / + а) 

называется простым гармо- 
ническим колебанием. 

Выясним смысл постоян- 
ных, входящих в уравнение 

у = а зіп(со/ + а). 

Параметр а называется ам- 
плитудой колебания и харак- 
теризует наибольшее отклонение колеблющейся точки от 
центра О. Аргумент со/ + а называется фазой колеблю- 
щейся точки С; а — начальная фаза колебания. 

Время Г, в течение которого точка М совершает по 
окружности полный оборот, а следовательно, точка С 
совершит полное колебание и возвратится в исходное 
положение, называется периодом гармонического коле- 
бания. Очевидно, что 

т 2я 2 я 

Г = 1Т’ “ = — • 

Величина, обратная периоду колебания, называется 
частотой колебания, частота 

I (О 

Г ~ 2ІГ’ 
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Примечание. Проекция точки М, взятая на оси 
Ох, также совершает гармоническое колебание, если 
точка М движется равномерно но окружности, но толь- 
ко с другой начальной фазой: 

х = а соз (со( + а) = а зіп ^ + а | , 

или 

х = азіп + + а|. 

а. 

График гармонического колебания для случая а =1,5 
с» = 2; а = — д изображен на рис. 103. 


Упражнения 

1. Найти: 1) агезіп — ; 2) 2 агезіп — ; 3) агсі§ КЗ; 4) — агсі§ 1; 
5) 3 агсі§; I — 


/3 


2. Найти: I) агс'соз ; 2) агссоз^ — агссі^І^З; 

4 ) 2 агсс% (— 1); 5) агссозО. 

8. Вычислить: 1) агсід 1 агс% У^З; 2) агссоз ( — 1) + агезіп ( — 1); 
3) агсі§(- Ѵъ) + агссоз 


(-т- 


4. Построить соответствующие углы (дуги): 1) агезіп 0,6 
2 ) агссоз ( — 0,4); 3) агс4^ 1 ,5; 4) агезіп ( —0,3). 

5. Выразить х как функцию у из следующих равенств: 

I) г/ = зіп дг, если — 2) у = -^-зіпл:, если 

А А А 

Я Я Я 1 

— 2 — ; 3) р = соз2х, если 0<х<— ; 4) у ■=' — ід х, если 

— у <х, < 5) = 3 ту, если — л < х <я; 6) у = с(§ 2х, если 

0 <*<|. 


6. Выразить х как функцию у из равенств: і) у= агезіп 

2) у = 2 агсід х; 3) у= агссоз х; 4) г/ = 3зіп2х. 

7. Вычислить: 1) соз (агезіп 0,8); 2) 4§ ^агезіп 1 — аг 
8) зіп (2 агезіп х) (0<х<1); 4) соз (2 агсід КЗ — агезіп 
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2 ’ 


8. Показать справедливость следующих равенств: 

I ) 2 агссоз х = агссоз (2х 2 — I ), 0^х=^ 1; 2) агсід I + агс(^ ~ = згс(§ 3; 

3) агссоз 0,6 4- агссоз 0,8 = агссоз 0. 

9. Пользуясь обозначениями обратных тригонометрических функ- 
ций, написать общий вид углов, соответствующих данному значению 

2 I 

тригонометрической функции: 1) зіпх= — ; 2) зіп Зх = — — ; 

3) соз 2х = 4) (§; 2х = 5; 5) зіп ^ х — у ^ ; 6) соз у = — 

3 3 

Указание. Если зіп2х=-г-, то 2х = (— I) 4 агсзін + лк] 

О о 

х — -і- (— I ) к агсзіп + -у к (к = 0, ±1, ±2, ±3, . . .). 

10. Преобразовать в произведения.' 

1) зіп 80° + зіп 30°; 2) зіп За — зіп а; 3) зіп 5 -Р зіп 3; 4) соз 4х — соз 2х; 

5) 6) і 8 70° + сіа 40°; 7) ^- + созх; 8) Кз + ідЛ; 


у з 

9) — Р зіп 40°; 10) соз а + соз 2а 4- соз За; И) 1 4- зіп х + соз х; 

12) соз х + зіп 2х — соз Зх; 13) зіп А + соз /4; 14) 3 — 4соз 2 х. 

11. Представить в виде суммы следующие выражения: 

I) 2 зіп 40° - соз 20°; 2) 2 соз 70° • зіп 10°; 3) зіп За • соз сс; 

г- • п с\ Зд ^ ... . . Л . Зд 

4 соз 5х • зіп 2х; 5) соз • соз 6) зіп • зіп -г- : 

5 5 8 8 

7) зіп ^ х + соз | 2х — 8) соз ^ 2х — соз ^ х + . 

12. Доказать тождества: 

1 ) 4 зіп а • зіп (60° — а) зіп (60° + а) = зіп За; 

2) зіп х -р соз х -Р 1 — 2 У 2 соз соз ^45° — ; 

3) (соз А -р соз В ) 2 + (зіп А — зіп В)- = 4 соз 2 — — 

4) . і§ 30° -Ріа 40° + іа 50° + і§г 60° = ; 


5) зіп 10° -Р 2 зіп 5° • соз 15° 4- соз 50° = соз 10°; 

6) соз 2а -соз а — зіп 4а -зіп. а = соз За соз 2а; 

7) зіп а зіп (Р — у) + зіп р зіп (у — а) 4- зіп у зіп (а — р) = 0; 

V т 

8) соз 10° ■ соз 50° • соз 70° = — - — ; 


9) 1 — 4 соз 2 а = 4 зіп (60° +' а)‘зіп (а — 60°); 

10) 1 — і§ 2 а = 


соз 2а _ 
соз 2 а ’ 


п 2л 

11) еоз.-=- — соз 

Э О 

■а); 13И*20‘-%44 


12) + = с1 е( 45° 

сі^а- 1 5 ' 

13. Решить уравнения: 

1 ) зіп х -р 2 соз -х '= 1 ; 2) КЗ зіп ‘х + соз х = I ; 


_І_; 

‘ 2 ’ 

• щ : бо° • і^8ое= з. 
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3) 8 8Іп лг — 3 сов х — 4; 4) зіп 2х = (соз х — зіп х) 2 ; 

5) зіп 2 х + — зіп 2х = 1 ; 

6) зіп Зх = соз 2х. У к а з а н и е. соз 2х = зіп + 2х^ ; 

7) 2х - сід Зх = 0; 8) зіп (х + 45°) зіп (х - 15°) = 

9) зіп 3* соз 5х = зіп 4х соз ёх; ІО) зіп 2х + соз 2х = УІГзіп Зл:; 

П) ^-зіп(д г + ^-)-зіп(^-л ; ) = 0; 

12) 12 зіп * + 4 У^соз (* + я) = 8 уТГ; 

13) 8 зіп 2 — + 3 зіп х — 4 = 0; 14) зіп х • зіп 2х + соз Зх = 0; 


15) зес х = 4 зіп х + 6 соз х; 16) 3 соз х + 5 зіп = — 1; 

X 

17) соз — + соз х + соз 2х — 0; 

18) соз 2 х — 2 У"з соз х зіп х — зіп 2 х = 1 ; 

19) зіп х зіп ( х + 60°) зіп (х + 120°) = 

20) зіп х • зіп 2х • зіп Зх =-^-зіп 4х; 

21) " соз*-! 

22) сід х = 2 соз Указание. У = -^~ -у ; 

23) 2 зіп Зх + Ѵ^З соз 5х + зіп 5х = 0; 

24) зіп 2 4х - зіп 2 2х = зіп 2 х — зіп 2 Зх; 

25) 5 ес 2 |-1 = 1 + 1 3 есж; 


26) 1ё(-^- + *) = сіддг-1; 

27) 2 (соз х - зіп х) + 10 соз х зіп х - 5 = 0: 

28) зіп 3 х — соз 3 х = 1; 

оп\ , ■ соз 2х 

29) соз х + зіп х = — ; 

1 — зіп 2л: 

„ . зіп х + зіп Зх + зіп 5х 

30) ~со зѴ+ соз Зх + соз 5х + 2і е^0; 

31) зіп Зх + 4 зіп 3 х + 4 соз х = 5; 

32) ^ Г і \ 1 і/~гГ и. _ ^ % 


2 [‘ -8ІП (-|^-*)]=/ЗІ 8 — 
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ГЛАВА XII 

ПРОГРЕССИИ 


§ 141. Числовая последовательность 

Пример 1. Телеграфные столбы ставятся на рас- 
стоянии 50 м один от другого. Выразить длину линии 
связи 5 п в зависимости от количества поставленных 
столбов. 

Очевидно, что 8 п = 50 (/г — 1). 

При п — 2, 3, 4, 5, ... 

$„ = 50 м, 100 м, 150 м, 200 м, . . . 

Пример 2. Из геометрии известно, что число всех 
диагоналей выпуклого многоугольника, имеющего п сто- 

« п ( п — 3) 

рои, определяется по формуле а п = — - > где а п — * 

число диагоналей в п-угольнике. Давая п значения: 4, 5, 
6, 7, 8, . . . , получим соответствующие значения а п = 
= 2, 5, 9, 14, 20, ... 

В рассмотренных .двух примерах мы имеем дело 
с функциями, аргумент которых п может принимать 
лишь целые положительные значения. Такие функции 
принято называть функциями натурального аргумента 
(по-другому, функциями целочисленного аргумента) и 
кратко (символически) записывать: 

а п = }(п) или {а п }. 

Существенной особенностью функции натурального 
аргумента является то, что множество ее значений мож- 
но пронумеровать и расположить в определенном по- 
рядке: а і, а 2 , а г , о 4 , . . . , а п . Здесь на первом месте стоит 
число й\ — / ( 1 ) , на втором месте число а 2 = /( 2), на 
третьем месте число а 3 = ЦЗ) и т. д. В таком случае 
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говорят, что множество чисел: о ь а 2 , а 3 , .... а„, ... упо- 
рядочено. 

Определение 1. Упорядоченное множество зна- 
чений функции натурального аргумента называется чис- 
ловой последовательностью. В общем виде числовую по- 
следовательность записывают: а ь а 2 , о 3 , . .., а к , 
Іисло а, называется первым членом последовательности, 
число а 2 — вторым членом и т. д. 

Приведем еще примеры последовательностей. 

Пример ,3. Если возвести в квадрат каждое нату- 
ральное число, то получим последовательность квадра- 
тов натуральных чисел {л 2 }: 1, 4, 9, 16, 25, . .., л 2 , 

Пример 4. Для каждого натурального числа п су- 
ществует обратное ему число эти обратные числа 

образуют числовую последовательность 1—1; 



Последовательность считается заданной, если извест- 
но правило, по которому каждому натуральному числу л 
ставится в соответствие другое число а п : Чаще всего 
такое соответствие устанавливается формулой общего 

члена последовательности, например а п =-~ — • Эта 

2п 4-1 


формула порождает последовательность — . — — 

4 3 ’ 5 ’ 7 ’ 

9 ’ ' ‘ ■ Однако не всякую числовую последовательность 

можно задать формулой. Так, например, для последо- 
вательности 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; ... мы не в со- 
стоянии указать формулу, которая позволяет по ном'ё'ру 
члена последовательности определить и сам член. 

. ■ ем. не менее правило, по которому образованы чле- 
ны последовательности, легко выразить словами: первый 
член последовательности есть приближенное значение 
числа я по недостатку с точностью до 1, второй член 
есть приближенное значение л по недостатку с точно- 
стью до 0,1 и т. д. Вообще л-й член последовательности 
есть приближенное значение числа л по недостатку 

с точностью до 


-1 


10 " 

..Последовательность 2, 3, 5, 7, 11 , ... примечательна 
тем, что членами ее являются простые числа, располо- 
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женные в порядке их возрастания. На первом месте 
стоит наименьшее простое число 2; на втором месте — • 
следующее простое число, т. е. 3, и т. д. Эту последова- 
тельность легко продолжить, располагая таблицей про : 
стых чисел; без такой таблицы мы не в состоянии на- 
звать, например, член, стоящий на 1000-м месте, ибо нет 
такой формулы, которая выражала бы п-е простое число 
как функцию номера. Однако словесное правило вполне 
точно выражает закон образования ее членов. 

Иногда последовательность задается так называемой 
рекуррентной формулой, например а п+2 = а п + а п+ і. 
Смысл этой формулы состоит в том, что каждый член 
(начиная с третьего) определяется как сумма двух бли- 
жайших предшествующих ему членов: а 3 = а і + а 2 , а 4 = 
= а 2 + аз, ... Чтобы можно было написать эту после- 
довательность, необходимо задать ее первые два члена. 

Пусть аі = 2, й 2 = 1, тогда имеем: 


а 3 = 3, а 4 = 4, а 5 = 7, а в = 1 1 и т. д. 


Определение. 2. Последовательность { а п } назы- 
вается монотонно возрастающей , если каждый следую- 
щий член больше предыдущего, т. е. неравенство а„ + і > 
> а п справедливо при всяком натуральном п. 

Монотонно возрастающие последовательности нам 
уже встречались в примерах 1, 2, 3. 

Определение 3. Последовательность {а п } назы- 
вается монотонно убывающей, если каждый следующий 
член меньше предыдущего, т. е. неравенство а п+ і<а п 
справедливо при всяком натуральном п. 

Примером монотонно убывающей последовательности 



может служить 


Бывают последовательности, члены которых то воз- 
растают/ то убывают. Такие последовательности назы- 
ваются колеблющимися. 



При п — 1, 2, 3, 4, 5, ... получим члены последова- 
тельности: 


1 2 _2 2 

3 ’ 2 ’ 5 ’ 3 ’ • • • 


Легко заметить, что а 2 < а ь но а 3 > а 2 . 

Члены этой последовательности попеременно то убы- 
вают, то возрастают. 
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§ 142. Графическая иллюстрация последовательности 

Члены монотонных (т. е. только возрастающих или 
только убывающих) последовательностей удобно изобра- 
жать точками на числовой оси, причем в случае возра- 
стания точка движется вправо по мере того, как возра- 
стает номер члена, что изображено на рис. 107. Для 

О а, с г а 3 а< а„ 

1 к- * 1 Ь — 

Рис. 107. 

монотонно убывающей последовательности точка дви- 
жется влево с возрастанием номера члена. 

Но можно поступать по-другому. Номер каждого чле- 
на принять за абсциссу, а величину этого члена — за ор- 
динату и построить точки: (1;а,), (2 ;а 2 ), (З;я 3 ),... 
и т. д. Получится ряд изолированных точек плоскости, 



іа, 






1 

і. 

2 

1 

А . 

с 

І Ч- 

О 

1 

1 

3 

? 

1 

2п-! і 



ч 


Ч 

ч 

2п 


Рис. 108. 


или, как говорят, дискретных точек. Эти точки, точнее 
говоря, их ординаты, являются изображениями членов 
последовательности. 

На рис. 108 изображена последовательность {а п } : 1, 
— ■ 1» 1> Здесь а п =( — 1) п+1 . Если бы мы захотели 
изобразить члены этой последовательности в виде точек 
на числовой оси, то изображение получилось бы не- 
выразительное, так как члены с нечетными номера- 
ми изображаются одной ' точкой а 2п + 1 = 1, а все чле- 
ны с четными номерами сливаются в другую точку 

0-2 п = — 1 . 

На этом примере можно заметить преимущество вто- 
рого способа изображения перед первым. 
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§ ! 43. Арифметическая прогрессия 


Рассмотрим следующие две последовательности: 


4, 7, 10, 13, 16 

8, 3, -2, -7, -12,... 


Закон составления их один и тот же; разность между 
любым членом последовательности и ближайшим ему 
слева (предыдущим) есть величина постоянная. В пер- 
вом примере эта разность равна: 7 — 4=10 — 7 = ... 
. . . = 3; во втором примере имеем 3 — 8 = — 2 — 3 = . . . 

• = — 5. 


Определение. Арифметической прогрессией на- 
зывается последовательность чисел, в которой каждый 
следующий член получается из предыдущего прибавле- 
нием к нему одного и того же числа, называемого раз- 
ностью прогрессии. Разность прогрессии обозначается 
буквой ф следовательно, в первом примере й = 3; во 
втором примере сі = — 5. Члены арифметической прогрес- 
сии обозначаются а\, а 2 , а 3 и т. д.; в первом примере 
й| =4; #2 — 7; а 3 = 10. 

Если й > 0, то прогрессия возрастающая, при й < 0 — 
убывающая. Чтобы показать, что данная последователь- 
ность есть арифметическая прогрессия, ставят впереди 
нее знак =, например: =7, 9, 11, 13, ... 

Если й = 0, то все члены прогрессии равны между 
собой. Изучение таких прогрессий интереса не представ- 
ляет. 


§ 144. Формула любого члена арифметической 
прогрессии 

По определению прогрессии имеем: 
й 2 = й) + Ф, 
й 3 = а 2 + й = а, + 2Ф, 
й 3 = "Ь й — й[ + Ъй. 

Молено подметить такую закономерность: "чтобы по- 
лучить член арифметической прогрессии с номером к, 
надо прибавить к первому члену разность й, умножен- 
ную на число членов, предшествующих определяемому: 

о* = <*, + (*- \)й (1) 
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(члену аи предшествуют (к — 1) членов). Но это пока 
ваше предположение, справедливость равенства (1) еще 
не доказана. 

Докажем, что если справедливо равенство (1), то 
справедливо также и равенство 

а к + 1 — а \ + ^(1. (2) 

Действительно, 

а к + 1 = а к + й = а 1 + (к — 1) А + й = а, + кд, 

и справедливость равенства (2) доказана. 

Непосредственно мы убедились в том, что при к = 2 
н к = 3 формула (1) верна, тогда она по доказанному 
верна также при к = 4, а раз верна при к = 4, то верна 
также и при к = 5 и вообще верна при любом к = п. 
Поэтому 

а п = а 1 +(п— \)й. 

§ 145. Среднее арифметическое 

Пусть аь-ь аи, йй+і — три последовательных члена 
арифметической прогрессии. Тогда по свойству прогрес- 
сии имеем: 


а к а к - 1 = Пй+1 ~ а к > 

2«й = «й-і + «й+Т> 

„ _ а к - 1 + а к + 1 
2 • 

Полусумма двух чисел называется их средним ариф- 
метическим-, следовательно, любой член арифметической 
прогрессии (кроме первого) есть среднее арифметиче- 
ское двух смежных с ним членов. 

Пример. Между числами 8 и 20 вставить 7 сред- 
них арифметических. Это значит, что надо найти 7 та- 
ких чисел, которые вместе с данными числами 8 и 20 
образовали бы арифметическую прогрессию; первым 
членом этой прогрессии является число 8, 9-м — число 20. 
Имеем 

а 9 = а, + 8с?; 20 = 8 + 8^, й =1,5. 

Искомая прогрессия:, 

н-8; 9,5; 11; 12,5; 14; 15,5; 17; 18,5; 20. 
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Этот пример можно ебобщить: если нужно вставить к 
средних арифметических между числами а и Ь , то имеем 

Ь =? а + (к + \)й, . 

По первому члену и разности й можно написать ос- 
тальные члены. 

§ 146. Формула суммы первых п членов 
арифметической прогрессии 

Предварительно отметим одно свойство арифметиче- 
ской прогрессии с конечным числом членов. 

Пусть имеем: 

-ь2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37. 

Сложим члены, равноотстоящие от начала и конца про- 
грессии: 2 + 37 = 39; 7 + 32 = 39; 12 + 27 = 39; 17 + 22 = 
— 39, замечаем, что сумма двух членов арифметической 
прогрессии, равноотстоящих от концов, равна сумме 
крайних членов. 

Так оно и должно быть: первые слагаемые этих сумм 
(т. е. 2, 7, 12, 17) возрастают на б; зато вторые слагае- 
мые (37, 32, 27, 22) убывают на 5; от этого сумма каж- 
дой пары слагаемых остается без изменения. 

Перейдем к выводу формулы суммы первых п членов 
арифметической прогрессии. Обозначим эту сумму че- 

8 п = а^ + а 2 + а 3 + ... + а„_ 2 + а п -і + а п . (1) 

Если слагаемые в правой части равенства напишем 
в обратном порядке, то сумма 5 п от этого не изменится: 

8 п = а п + а„_, + а„_ 2 + ... + а 3 + а 2 + а, . (2) 

Сложим почленно равенства (1) и (2); получим: 

23 п = (а, + а п ) + (а 2 + а п _,) + (а 3 + а„_ 2 ) + . . . 

. . . + (а„_ 2 + а 3 ) + (а„_, + а 2 ) + ( а п + а,). 

В каждой скобке имеем сумму двух членов, равноот- 
стоящих от концов прогрессии; следовательно, все эти 
суммы в скобках равны между собой и каждая из них 
равна сумме крайних членов а\ + а п \ таких скобок 
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всего п, т. е. столько, сколько членов прогрессии Поэтому 
имеем: 

2$„ = (а, + а„) • п; 
о _ (аі + а„) я 


Сумма первых п членов арифметической прогрессии 
равна полусумме крайних членов, умноженной на число 
членов. 

Если воспользоваться выражением общего члена 
арифметической прогрессии: а„ = а, + (п— \ )й, то фор- 
муле суммы можно при- 



дать другой вид: 

<? _ а, +а, +(л- 1)</ „ 

г п ’ 

с 2а, +{«- „ 

°п — 2 п ' 

Этой формулой удоб- 
но пользоваться, если 
нужно найти число чле- 
нов прогрессии по данным 
Оі, й и 

§ 147. Геометрическая 
иллюстрация суммы 8 „ 

Дадим геометрический 
вывод формулы суммы 
первых п членов арифме- 
тической прогрессии. 

Прежде всего заметим следующее: если основание 
прямоугольника равно единице, то площадь прямоуголь- 
ника выражается тем же числом, что и его высота. 

Строим п прямоугольников с высотами, равными 
членам арифметической прогрессии (рис. 109); основа- 
ние каждого прямоугольника равно единице; все прямо- 
угольники плотно приставлены друг к другу. Получим 
ступенчатую фигуру (на чертеже заштрихована), пло- 
щадь ее численно равна 8 п . Если к заштрихованной фи- 
гуре пристроить такую же фигуру, но перевернутую, то 
получится прямоугольник АВСО с основанием АВ = п, 
высотой ЛО = о, + а п \ площадь ступенчатой фигуры 

есть половика прямоугольника, т. е. 8 п •<= 
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§ 148. Примеры на применение формулы суммы 8 „ 

Пример 1. Найти сумму первых га чисел натураль- 
ного ряда. Имеем: а\ — 1; а п = га; число членов также 
равно га; по первой формуле суммы можно написать: 

о _ (1 -Г п) п 


Пример 2. Найти сумму 10 членов прогрессии: 

= 18, 14, 10, 6, ... 

В данном случае й = 14— 18 = —4; а, = 18; га = 10. По 
второй формуле суммы имеем: 


о 2- 18 + 9. г-4) ■ 

*-> ю з • 1 0; 



П ример 3. Четвертый член прогрессии равен 9, де- 
вятый член равен — 6. Сколько нужно взять членов, что- 
бы сумма их равнялась 54? 


«9=— 6, ИЛИ ^ + 8^=— 6 

й 4 - 9, или я, + Зсі = 9 

57^15; 

сі= -3; 

9 = й) + 3 • ( — 3); 
и, = 18. 

По второй формуле суммы имеем: 

44 = 2- 18 + (/г — 1) • (— 3) 

2 п > 

108 = (36 — Зга + 3) я; 

36 = (13 — га) га; 
га 2 - 13л + 36 = 0. 

Решая это квадратное уравнение, находим: 

п { = 4; га 2 = 9. 

Оба ответа удовлетворяют условию задачи, что обнару- 
живается при проверке: 

= 18, 15, 12, 9, 6, 3, 0, —3, —6; 5 4 = 54; 

6'э = 5 4 + 0 = 54, так как сумма последних пяти членов 
равна нулю. Такое положение, очевидно, будет иметь 
место, если прогрессия имеет члены, противоположные 
по знаку, но равные по абсолютной величине. 
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§ 149. Сумма квадратов первых п чисел 
натурального ряда 

Обозначим сумму первых п чисел натурального ряда 
через 5ь а сумму их квадратов через 5 2 , так что 

5 1 = 1 + 2 + 3 + 4 + ... + /г ; 

5 2 = I 2 + 2 2 + З 2 + 4 2 + ... + п\ 

Если в тождестве 

(п + I) 3 — п 3 = 3 п 2 + Зп + 1 

будем последовательно давать п значения 1, 2, 3, 4, ... 
. . . , п, то получим: 

2 3 — I 3 = 3 • I 2 + 3 • 1 + 1; 

З 3 — 2 3 = 3 • 2 2 + 3 • 2 + 1 ; 

4 3 — З 3 = 3 • З 2 + 3 • 3 + 1 ; 

■ 5 3 — 4 3 = 3 • 4 2 + 3 • 4 + 1 ; 


п 3 - (п - I) 3 = 3(п - I) 2 + 3(« - 1) + 1; 
(п + I) 3 — п 3 = 3/г 2 + 3/г + 1 . 


Складываем почленно эти равенства: 

(п+ I) 3 - I 3 = 3 (I 2 + 2 2 + З 2 + 4 2 + ... + /г 2 ) + 

+ 3(1 +2 + 3 + 4+ ... +/г) + /г, 

или 

(п + I) 3 — I 3 = 35 2 + 35[ + п. (3) 

Но 


5 1 = 


(«+!)« 

2 


Подставив значение в равенство (3), получим: 

/г 3 + 3/г 2 + 3/г = 35 2 + + 

откуда 

63 2 = 2 (/г 3 + 3/г 2 + 3/г) - 3/г 2 - Зп - 2/г = 2/г 3 + 3/г 2 + п = 

= /г(/г+ 1)(2/г+ 1); 

с _ п (п + 1 ) ( 2/г + 1) 
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Подобным же образом можно найти сумму кубов 
первых п чисел натурального ряда, если исходить из 
тождества 

{п + 1 ) 4 — п 4 = 4п 3 + 6/г' 2 + Ап + 1 ; 

получим: 

5з = [-*ЦВД г = 5?. 


§ 150. Геометрическая прогрессия 

Определение. Последовательность чисел, в кото- 
рой каждый следующий член равен предыдущему члену, 
умноженному на одно и то же число, называется гео- 
метрической прогрессией. Приведем примеры геометри- 
ческих прогрессий: 


1, 2, 4, 8, 16, 32, . 
27, 9, 3, 1, 4 -, . 

о У 

12 , - 6 , 3 , -|, 1 



Каждый член первой последовательности, начиная со 
второго, равен предыдущему, умноженному на 2; во вто- 
ром примере последующий член получается из предыду- 
щего умножением на у, в третьем примере — умноже- 
нием на — у. 

Число, на которое надо умножить предыдущий член, 
чтобы получить последующий/называется знаменателем 
прогрессии. Знаменатель прогрессии обозначается бук- 
вой ц. Члены геометрической прогрессии, аналогично чле- 
нам арифметической прогрессии, будем обозначать ощ « 2 , 
а 3 и т - Д- I еометрическую прогрессию будем обозначать 
знаком тт , поставленным впереди ее членов. 

Если знаменатель прогрессии ц больше 1, то прогрес- 
сия является возрастающей при ар> 0 и убывающей при 
а ' ^ ■ Если ^ = 1, то все члены геометрической прогрес- 
сии равны между собой. Такие прогрессии интереса не 
представляют. 

В приведенных выше примерах первая прогрессия 
возрастающая, вторая — убывающая, а третья не являет- 
ся ни возрастающей, ни убывающей (здесь последующий 
член бывает то больше, то меньше предыдущего). 
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§ 151. Формула любого члена геометрической 

прогрессии 

По определению геометрической прогрессии имеем: 
а 2 = щу, 

а 3 = а 2 <7 = а^ 2 ; 
а 4 = а 3 <7 = а^ 3 . 

Выявляется определенная закономерность; чтобы по- 
лучить член геометрической прогрессии с определенным 
номером, нужно первый член прогрессии умножить на 
знаменатель прогрессии с показателем степени, равным 
числу предшествующих членов. Допустим, что этот за- 
кон справедлив для члена с номером к: 

а к = а і^-‘; (1) 

докажем, что тогда 

«а+і = (2) 

Действительно, по определению геометрической про- 
грессии имеем: 

<*к+і = а д <7 = а І <7*- І <7 = а 1 <7 6 , 
и равенство (2) доказано. 

Справедливость равенства (1) непосредственно про- 
верена нами вплоть до значения к = 4. Тогда, по дока- 
занному, оно' верно и при к — 5, а раз справедливо при 
к — 5, то верно и при к = 6 и т. д., и вообще оно верно 
при любом натуральном значении к = п: 

а п = ад п -\ 

Любой член геометрической прогрессии равен пер- 
вому члену , умноженному на знаменатель прогрессии 
с показателем степени, равным числу членов, предше- 
ствующих определяемому. 

Пример 1. Найти 8-й член прогрессии: 

+И. 3, 9,27, ... 

В этом примере аі = 1; = 3; поэтому 

а 8 = а^ 7 = 1 • З 7 = 2187. 

Пример 2. Найти 10-й член прогрессии: 

2 , -Ѵ2, 1 , ... 
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Знаменатель < 7 = — 



§ 152. Среднее геометрическое 

Пусть ап - ь ап, ап+і — три последовательных члена 
геометрической прогрессии, где индекс к — любое нату< 
ральное число, большее 1. Тогда имеем: 

а к _ а к + і . 

а к- л % ’ 

каждое из этих отношений равно знаменателю прогрес- 
сии д. По свойству пропорции имеем: 


Число, квадрат которого равен произведению двух 
данных чисел, называется их средним геометрическим ; 
например, число 6 есть среднее геометрическое чисел 
4 и 9, так как 6 2 = 4 • 9. 

Таким образом, любой член геометрической прогрев 
сии есть среднее геометрическое двух смежных с ним 
членов. 

Пример. Между числами 2 и 1458 вставить пять 
средних геометрических. 

Условие задачи надо понимать так: требуется найти 
пять таких чисел, которые вместе с данными числами 
2 и 1458 образовали бы геометрическую прогрессию с 
1-м членом а\ = 2 и 7-м членом а^ = 1458. 

Имеем: 

а 1 = а { д 6 ; 

1458 = 2<? 6 ; 729 = <? 6 ; 

• <7=1/729"= ±3. 

Возможны две прогрессии: 

-н-2, 6 , 18, 54, 162, 486, 1458 
или 

-н-2, - 6 , 18, -54, 162, -486, 1458. 
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§ 153. Сумма первых п членов геометрической 
прогрессии 

Обозначим сумму первых п членов геометрической 
прогрессии через 5„. 

•$„ = а і + а 2 + а 3 -+• ... + а ге _) + а п . (1) 

Умножим обе части равенства (1) на < 7 ; получим: 

Ай? = + « 2 <7 + «з<7 + +««-і<7 + ал> ( 2 ) 

так как 


а іЯ = а 2 , а 2 д = а 3 , .... а„_ 1 ^ = а г1 , 
то равенство ( 2 ) примет вид 

5„(? = а 2 + а 3 + а 4 + ... + а п + а п Я- (3) 

Вычитаем из равенства (3) равенство (1): 

$„<7 - = а „<7 - а и 

5„(<?- 1) = ад-а„ 

откуда 

= (дфі). 


Формулу суммы можно представить в другом виде, 
если в ней а п заменить через щд" -1 ; получим: 



а\д п 'д-аі _ а { {д п - і) . 

д-\ д-1 ' 

-Ат 1 


Если знаменатель прогрессии |<?|< 1, то удобнее пи- 
сать формулу так: 


5 


П 


Мі -А) 

1 -я 


чтобы числитель и знаменатель дроби были положитель- 
ны при О] > 0 . 

Решим старинную задачу, относящуюся к XVIII веку. 

3 .а дача.. Некто продает лошадь с условием, чтобы 
за первый гвоздь подковы был уплачен 1 грощ, за вто- 
рой гвоздь — 2 гроша, за третий : — 4 гроша и т. д. Всех 
подковных гвоздей у лошади 32. Спрашивается, во 
сколько он ценит лошадь? 
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Очевидно, надо найти сумму 32 членов геометриче- 
ской прогрессии, первый член которой а,\ = 1 ; знамена- 
тель <7 = 2 ; 

«32 = 1 - 2 31 ; 

5 32 = - ^ ■ ~ 1 = 2 32 - 1 = 4 294 967 295 (грошей). 

В переводе на рубли это составит около 2,15 млн. руб. 
(цена фантастическая!). 

Пример. Сумма первых трех членов прогрессии 
равна 6 , а сумма 2-го, 3-го и 4-го членов равна — 3. Най- 
ти прогрессию. Запишем условие: 

а, + а 2 + а 3 = 6 ; 

«2 + «3 + «4 = — 3 . 

Выражая члены прогрессии через первый, получим: 

а, + а { ц + а х ц 2 = 6 , или а { (1 + <7 + < 7 2 ) = 6 ; (4) 

а 1 <7 + а,< 7 2 + а 1 < 7 3 = — 3, или ( I + <7 + < 7 2 ) = —3. (5) 

Разделим равенство (5) на равенство (4); получим; 
<7 = — ~ . Первый член находим из соотношения 

6 6 0 

а ‘ 1+<7 + ? 2 _3 й - 

4 

Искомая прогрессия: -Н-8; — 4; 2; — 1; ... 

§ 154. Метод математической индукции 

При выводе формулы любого члена арифметической 
и геометрической прогрессий мы пользовались рассуж- 
дениями, которые носят название метода математиче- 
ской индукции. Сущность этого метода заключается в 
следующем: если надо установить справедливость неко- 
торой формулы, в которой фигурирует натуральное чис- 
ло п, то: 

1 ) проверяем, что предполагаемый закон имеет место 
для частного случая п = 1 ; 

2) предполагаем, что закон справедлив при каком- 
нибудь произвольном значении п = к, и доказываем, что 
и таком случае он справедлив и при п = к + 1 ; отсюда 
будет следовать, что закон вообще справедлив при 
любом значении п, ибо справедливость его была 
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обнаружена при п = 1, а по доказанному он тогда верен 
и при п — 2, а раз справедлив при п = 2, то справедлив 
и при п = 3, и т. л. 

Иногда эти рассуждения называют способом доказа- 
тельства от п к п+ 1. Рассмотрим пример. 

Пример. Доказать, что при всяком натуральном 
я имеет место равенство 

1 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + ... +п^-- {п + '1 (2п + ]) . 
Формула верна для п = 1, ибо 

1 2 , иі.ш 2 -!,і:і) .і ; 1 = 1 . 

Допустим, что формула верна при п = к: 


I 2 + 2 2 + З 2 + 


+ к 2 - 


к(к + 1)(26 + 1 ) 


Докажем, что в таком случае она верна и при п = к+ 1, 

1 2 + 2 2 + 3 2 + ... + к 2 + (к + 1) 2 = ІД+ІИІ+ІИ^+ІІ < 

В самом деле, 

1 2 + 2 2 + 3 2 + ... +* 2 + (й+1) 2 = 1^^*±і1 + 

+ (й.+ 1) 2 = (й+1)[^+И 


іи і і\ 26 2 4- к + 66 + 6 /, . , , 

= («+ И 5 = (к+ 1) 


(6+1)] = 

2 к 2 + 7 к + 6 


(6 -И) (6 + 2) (26 + 3) 


так как 2& 2 + 7 к + б = {к + 2) (2 к + 3). 

Непосредственная проверка показала, что формула 
верна при п = 1; по доказанному она будет справедлива 
также при п = 2, а потому и при п = 3, следовательно, 
и при п = 4 и вообще при любом натуральном п. 

§ 155. Задачи на прогрессии 

Задача 1. Два тела, находясь на расстоянии 153 м 
друг от друга, движутся навстречу одно другому. Пер- 
вое проходит 10 л в секунду, а второе в первую секунду 
прошло 3 л, а в каждую следующую секунду проходит 
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на 5 м больше, чем в предыдущую. Через сколько се- 
кунд они встретятся? 

Пусть встреча происходит через х секунд, тогда пер- 
вое тело прошло путь, равный 10 * ( м ), второе тело 
прошло путь, равный сумме членов арифметической про- 
грессии: 

5 = 3 + (3 + 5) + (3 + 5 • 2) + ... + [3 + 5 (х — 1)]. 

По условию задачи 10х + 5 = 153, или 10х + 1 х=> 

= 153. 

Решая это квадратное уравнение, находим, что 
х = 6 . 

Задача 2. Могут ли числа, выражающие длины 
сторон треугольника и его периметр, образовывать ариф- 
метическую прогрессию? 

Предполагаем, что Длины сторон образуют арифме- 
тическую прогрессию, тогда их можно обозначить а, 
а + сі, а + 2<і, периметр в таком случае равен За + 3 4. 
Разность между периметром и большей стороной равна 
(За + 34 ) — (а + 24}*= 2а и, так как 2а + 4 > 4, пе- 
риметр не является четвертым членом арифметической 
прогрессии. 

Задача 3. Четыре числа образуют убывающую гео- 
метрическую прогрессию. Зная, что сумма крайних чле- 
нов равна 27, а сумма средних членов равна 18, найти 
эту прогрессию. 

Имеем систему 

( а { + а,< 7 3 = 27, 

1 а ,<7 + а ,? 2 = 9. 

Разделим первое уравнение на второе: - 1 Г 7 + 7 г _ 3 . 

Решая это квадратное уравнение, получим 7 = 2 ± Уз. 
Условиям^ данной задачи удовлетворяет только ^ = 
= 2-1/3 , так как прогрессия должна быть убывающей 
и потому |< 7 |< 1. Первый член прогрессии находим из 

соотношения а, (<7 + ^ 2 ) = 9, ^ = — (9 + 5 Уз). 

Задача 4. Сумма трех положительных чисел, об- 
разующих арифметическую прогрессию, равна 21. Если 
к этим числам прибавить соответственно 2 , 3 и 9 , то но- 
вые числа образуют геометрическую прогрессию. Найти 
эти числа. 


Ю* 
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Пусть х, у и г — искомые числа. Тогда х+у+г= 
— 21, и, так как числа х, у, г образуют арифметическую 
прогрессию, то 2у = х + г. По условию числа х + 2, 
У + 3, 2 + 9 составляют геометрическую прогрессию т е 
(У + 3) 2 = (х + 2)(г + 9). ’ 

Получилась система уравнений 

х+у+г= 21. 

2 у = х + г, 

(у + З) 2 = (х + 2) (2 + 9). 

Из первого уравнения находим, что х + 2 = 21— у, 
тогда второе уравнение принимает вид 2 у = 21 — у; у =7. 
Подставляя в третье уравнение вместо у число 7,’ полу- 
чим (х + 2) (2 + 9) = 100, но так как х + г = 14 г = 
*= 14 — х, то 

(х + 2) (14 — X + 9) = 100. 

Решая это квадратное уравнение, получим х, = 3; 
х 2 = 18. Второе значение х 2 = 18 не подходит, так как 
сумма первых двух чисел х + у уже превосходит сумму 
всех трех, что невозможно, поскольку все три числа по- 
ложительны. Итак, искомые числа: 3, 7 и 11. 


Упражнения 


1* Написать, несколько первых членов последовательности, если 
общий член выражается формулой а п = - ^ 


п + . 


2. Та же задача при условии, что: 1) а п — • 2) а п 


1 


3 п + 1 
А+І 1 


2 п_ { ; 3) 4) *„ = (-!) — +|) . 

3 . Подобрать по возможности простую формулу для общего 
члена следующих последовательностей: 1) 1 3 5 7 9 

„,.2 3 4 5 6 , ' . * 

2 ’ "З ’ 1Г ’ У ’ "9 ’ ТГ ’ • ' ‘ ’ 3 ) ° 2 ’ а4 > ° 6 . • • • 

4- Какие из следующих последовательностей представляют 
арифметическую прогрессию: ] ) 3, 6 , 9 , 12, . . . ; 2) 1 , 8, ‘ 27, 64 , . - 
3 ) 1, 3, 7, 15, 3!,...; 4 ) 5, 3, 1, -1, -3, ...? ’ 

5. Дана прогрессия 

ч-З, 7, 11, 15, ... 


Найти: 1) 7-й член; 2) к-п член. 

6. В прогрессии 

ч-5, 2, -1, -4, ... 

найти: 1) оі 2 ; 2) о„. 


7. Найти общий член прогрессии 

4-36,56,76,... (6 ф 0). 

8. Дана прогрессия 

4 - 3 , 5, 7, 9, ... 

Если вычеркнуть в ней члены, стоящие на четных местах, то какую 
последовательность чисел образуют оставшиеся члены? 

9. Между числами 4 и 40 вставить 8 средних арифметических. 

10. Диаметры шкивов, насаженных на общий вал, образуют 
арифметическую прогрессию из пяти членов, крайние члены которой 
равны 120 мм и 216 мм; найти диаметры промежуточных шкивов. 

11. Найти сумму 12 членов прогрессии 

4-4, 8, 12, 16, ... 

12. Сколько раз пробьют часы за сутки, если они отбивают и 
получасы? 

13. Показать, что сумма первых п нечетных чисел есть точный 
квадрат. 

14. Заполнить пустые места следующей таблицы: 



.15. Сумма 2-го и 5-го членов прогрессии равна 14, сумма 3-го 
и 7-го равна 8. Найти прогрессию. 

16. Сумма 3-го и 6-го членов прогрессии равна 3, а сумма их 
квадратов равна 45. Найти прогрессию. 

17. Купецкий некто человек, имяще 14 чарок сребряных, ихже 
каяждо превышает тягостию по чину прогрессии четырьмя лотами, 
а последняя чарка весит 59 лотов. И ведательно есть, колико все 
чарки веса имуть. (Из арифметики Магницкого (1703 г.).) 

18. При свободном падении в пустоте тело проходит в первую 
секунду приблизительно 4,9 м, а в каждую следующую секунду на 
9,8 м больше. Какой путь пройдет тело за 10 сек ? Какой путь прой- 
ден в последнюю секунду? 

19. Какое натуральное число равно сумме всех ему предше- 
ствующих натуральных чисел? 

20. Сумма трех чисел, составляющих арифметическую прогрес- 
сию, равна 16. Произведение первого на второе равно 12 — . Найти 
эти числа. 
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21. Шестой член арифметической прогрессии составляет 60% от 
третьего члена той же прогрессии, а произведение их равно 15. 
Сколько нужно взять членов этой* прогрессии, чтобы сумма их рав- 
нялась 30 — ? 

22. Дана прогрессия 

-Н 3; 3,2; 3,4; 3,6; 

Начиная с какого номера члены ее будут больше 1000? 

23. Показать, что последовательность, общий член которой вы- 
ражается формулой а„ = 2-З п , есть геометрическая прогрессия. 
Написать первые четыре члена этой прогрессии. 

24. Определить 10-й член прогрессии 

* 2, 4, 8, . . . 

25. Чему равен 7-й член прогрессии 



26. Чему равен знаменатель геометрической прогрессии: 
1 ) 2 , Ѵ2, 1 , ...; 2 ) а п , а п ~ 1 , а а ~ 2 , ... (а> 0 )? 

27. Между числами 12 и 972 вставить три средних геометри- 
ческих. 

28. Между числами 5 и 20 вставить четыре средних геометри- 
ческих. 

29. Найти сумму десяти членов прогрессии, если 

1) а, = 3; 9 = 2; 2) а, = 8 ; ^ = 

30. Найти знаменатель и сумму семи членов геометрической про- 
грессии, если О] = 36; а 7 = -^-. 

31. Дано: 5 7 = 2186; 9 = 3. Найти щ и а 7 . 

32. Найти число членов геометрической прогрессии, если 

а \ — 3 ; 

9 = 2; 

5„= 189, 

33. Найти знаменатель прогрессии, если а = 1; п — 3; 5 3 = 157. 

34. Дана геометрическая прогрессия, в которой 

3 

а,+а 2 = 9; а I -^ = 2-^. 

Найти а%. 

35. Сумма трех чисел, составляющих возрастающую геометри- 
ческую прогрессию, равна 65. Если отнять от меньшего числа 1, от 
большего 19, то вновь полученные числа составляют арифметиче- 
скую прогрессию. Найти эти числа. 

36. Найти четыре числа, зная, что первые три из них составляют 
геометрическую прогрессию, а последние три — арифметическую. Из- 
вестно, что 9 = 2 ; й = 6 . 
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37. Найти четыре положительных числа, составляющих геомет- 
рическую прогрессию, если а, + а г = 15; а 3 + я 4 = 60. 

38. Показать, что если три положительных числа а, Ь и с обра- 
зуют геометрическую прогрессию, то 

° 26Ѵ (І + ТГ + -^) = Я 3 + 6 3 + ‘ 3 . 

39. Тело движется по прямой равноускоренно. За первую секун- 
ду им пройден путь в 1 м, за вторую 1,2 м, за третью 1,4 м. Таким 
образом, путь, пройденный за каждую следующую секунду, на 0,2 м 
больше. Какой путь будет пройден телом по истечении двух минут 
с момента начала движения? 

40. Из пунктов А и В одновременно движутся друг другу на- 
встречу два тела. Первое из них проходит за первую минуту 50 м, 
а за каждую следующую минуту на два метра больше, чем за пре- 
дыдущую. Второе тело проходит в первую минуту 40 м, а за ка- 
ждую следующую минуту на 4 м больше, чем за предыдущую. Через 
сколько минут произойдет встреча этих двух тел, если расстояние 
АВ = 510 м? Дать графическое решение задачи. 

41 . Решите аналитически и графически следующую задачу: 

Из пункта А выезжает велосипедист. Путь, пройденный им за 
первую секунду, равен 3,5 м, а за каждую следующую секунду дви- 
жения пройденный путь увеличивается на 1 м по сравнению с тем, 
что пройдено за предыдущую. Тремя секундами позже из того же 
пункта А и в том же направлении выезжает второй велосипедист. 
В первую секунду он проходит 4 м, а в каждую следующую секун- 
ду на 2 м больше, чем за предыдущую. Через сколько секунд второй 
велосипедист догонит первого и на каком расстоянии от места 
старта это произойдет? 

42. Три положительных числа; а, ад, ад 2 , образующие геометри- 
ческую прогрессию, могут быть приняты за длины сторон треуголь- 
ника. В каких границах может изменяться знаменатель прогрессии д ? 
Рассмотреть два случая: 

1) д > 1 и 2) 0 < д < I. 


ГЛАВА XIII 


ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ И ЛОГАРИФМЫ 
§ 156. Степень с иррациональным показателем 


В гл. V понятие степени было обобщено и распро- 
странено на любой рациональный показатель степени. 
Так, например, 


а 3/2 = У а 3 ', 



где а> 0 и аф 1. 


Однако нами не был рассмотрен случай, когда показа- 
тель степени есть число иррациональное, что означает 
символ п а (а — иррациональное число, а > 0; аф 1). 

Не рассматривая этот вопрос в общем виде, пояс- 
ним смысл этого нового символа на примере выра- 
жения 2^ 2 . 

К иррациональному числу ]/ 2 можно приближать- 
ся двумя последовательностями рациональных чисел: 

(I) 1; 1,4; 1,41; 1,414; ... 

или 

(И) 2; 1,5; 1,42; 1,415; ... 

Первая последовательность — монотонно возрастаю- 
щая; ее члены — приближенные значения квадратного 
корня из двух по недостатку, взятые со все возрастаю- 
щей степенью точности. 

Вторая последовательность — монотонно убывающая, 
ее членами являются приближенные значения квадрат- 
ного корня из двух по избытку, причем точность прибли- 
жений возрастает по мере возрастания номера члена 
последовательности. 

Образуем две новые последовательности: 

(Г) 2 1 ; 2 1 ' 4 ; 2 1 ' 41 ; 2 1 - 414 ; . . . , 

(1Г) 2 2 ; 2 1 ’ 5 ; 2^ 2 ; 2>.« 5 ; ... , 
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Первая из новых последовательностей также моно- 
тонно возрастает, вторая — монотонно убывает. 

Можно доказать, что обе последовательности стре- 
мятся к одному и тому же числу по мере неограничен- 
ного возрастания номера члена последовательности. Это 
число принимается (по определению) за значение 

2 ѴТ . 

Примечание. Над степенями с иррациональными 
показателями производятся действия по тем же законам, 
что и над степенями с рациональными показателями, на- 
пример: 

а а • ср — а а+ Р, 

а“ : = а а ~Р и т. д. 

(а и р — два иррациональных числа). 

§ 157. Показательная функция 

Во многих областях науки и техники при изучении 
самых различных явлений и процессов обнаруживается 
одна общая функциональная зависимость между двумя 
переменными величинами, участвующими в данном про- 
цессе. Приведем несколько примеров. 

1) С изменением высоты к над уровнем моря атмо- 
сферное давление р изменяется по закону: р = р 0 а н , где 
Ро давление на уровне моря, а — постоянная величина. 

2) Рост древесины происходит по закону А = А 0 а кі , 
где і — время, А 0 — начальное количество древесины, 
А — - изменяющееся со временем количество древесины, 
выражаемое обычно в м 3 . 

3) Размножение бактерий в какой-либо культуре 
(например, в пивных дрожжах) происходит по закону: 
У = Уоа к К где I — время, у — изменяющееся количество 
бактерий, г/о — начальное количество бактерий в момент 
времени I = 0, а и к — постоянные. 

4) Распад радия протекает по закону: *= х 0 а м \ здесь 
х 0 означает начальное количество радия при і = 0, а и 
к — постоянные числа. 

В приведенных примерах мы имеем дело с процес- 
сами, носящими общее название процесса органического 
роста. Если отвлечься от физического смысла перемен- 
ных, участвующих в процессах органического роста, и 
обозначить эти переменные буквами х и у , то можно 
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сказать, что всякий органический рост изображается 
(описывается) функцией вида 

у — Са кк . 

Рассмотрим сначала простейший случай такой функ- 
ции при С = к — 1; тогда у = а*. 

Определение. Функция вида у = а х , где а > 0 и 
аф\, называется показательной. 

Изучение этой функции начнем с построения ее гра- 
фика. 


§ 158. Графики показательных функций 

Составим таблицы значений следующих показатель- 
ных функций: 

У = 2* (а = 2); у = (у) (а = у) ; 

у= 10* (а= 10); = ( а = іѴ)- 



X 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 


I 

п Х 

У = 2 

1 

16 

8 

1 

4 

2 

і 

2 

4 

8 

іб 


-Ю' 

іб 

8 

4 

2 

і 

1 

2 

1 

4 

1 

8 

і 

іб 






3 

1 

3 

1 

1 


1 

і 

3 

1 

5 

3 





4 

2 

8 

4 

8 


8 

4 

8 

2 

8 

4 



ІЛ* 

г / - ю 

0.1 

0.18 

О.з 

0.4 

0.6 

0,7 

і 

1,3 

1,8 

2,4 

3.2 

4,2 

5,6 

ю 

11 

-Ш' 

10 

5.6 

3,2 

2,4 

1.8 

1.3 

1 

0,7 

0,6 

( Г , 4 

0,3- 

0,24 

0,18 

0,1 


Таблица II составлена следующим образом. Положи- 
тельные значения аргумента х образуют арифметиче- 
скую прогрессию с разностью^ = значения показа- 
тельной функции 10* в таком случае составляют геомет- 

_і_ 

рическую прогрессию со знаменателем 10 8 . 

1) ю~ = ^Т0« 3,16; 
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У~2 Т 


1 / 1 

2) ІО 4 - У 10 2 я* Ѵ'З.Іб ~ 1,78; 

3) Ю т = 1 //Г 10 т ~ 1,33(7 = 1,33). 

Остальные степени находим умножением: 

_ 3 _ 

4) ІО 8 = 10 4 • ІО 8 « 1,78 • 1,33 ~ 2,37 


и т. д. 

Для отрицательных значений показателя степени 
удобно пользоваться таблицей обратных величин 

10” = — 4- « -тгУ ~ 0,316; 


3,16 


10 - 


10 8 =- 


10 ' 


2,37 


0,422 


и т. д. 

Округленные результаты с одним десятичным зна- 
ком занесены в таблицу. 

На основании составленных таблиц построены гра- 
фики этих четырех показательных функций в одном и 
том же масштабе на рис. ПО и 111. 

§ 159. Свойства показательной функции 

Построенные графики показательных функций иллю- 
стрируют следующие свойства показательной функции, 
которые мы принимаем без доказательства: 

1) Показательная функция положительна при любом 
значении аргумента (график расположен выше оси Ох). 

2) При основании а > 1 показательная функция воз- 
растает с увеличением аргумента х, причем а х < 1 при 
х < 0 и а х > 1 при х > 0 . 

3) При положительном основании а < 1 показатель- 
ная функция а х убывает с увеличением аргумента х, 
причем а х > 1 при х < 0 и а х < 1 при х > 0. 

4) При любом положительном основании а* = І.если 
х = 0 (все кривые пересекают ось ординат в одной и той 
же точке (0; 1)). 

ЗС0 




5) При а > 1 функция а х возрастает тем быстрее 

чем больше а (кривая у = 10 ж быстрее уходит вверх 
чем у = 2 х ). к * 

6) При неограниченном возрастании аргумента я 
функция а х (а > 1) может принимать какие угодно боль- 
шие значения. Это свойство из чертежа непосредственно 
не вытекает, но нетрудно усмотреть, что при 

*= 1, 2, 3, 4, 5 

и т. д. функция 

10 х = ю, 100, 1000, 10 000, 100 000 и т. д. 

Эго свойство показательной функции кратко выра- 
жают в такой условной записи: у— * оо при х— *оо, где 
знак -^оо — символ неограниченного возрастания пере- 
менной; фраза «х стремится к бесконечности» означает 
неограниченное возрастание переменной х. 

/) При отрицательных и больших по абсолютной 
величине значениях аргумента функция а х (а> 1) мо- 
жет принимать сколь угодно малые значения, например 

ІО- 8 = 0,00000001. 

Это свойство кратко выражают в такой условной 
записи: а х -* 0 при х~*— оо (а > 1). 

8) Если а < 1, то а х -+ 0 при х-*оо и а*-ю о при 

X —* — оо. г 

§ 160 . График показательной функции у = Са* х 

Как было отмечено в § 157, процессы органического 
роста изображаются показательной функцией вида 

у = Са кх . 

Построим график такой функции при частных значе- 
ниях параметров: 

С = 3; а = 2; к — 0,4. 

Тогда у = 3-2 0 ’ 4 *. 

Составим таблицу значений, в которой значения х 
образуют арифметическую прогрессию; тогда значения 
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функции у (вычисленные с точностью до 0,1) образуют 
геометрическую прогрессию: 


X 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

. . . 

У = з . 2 °’ 4х 

1 

1,3 

1,7 

2,3 

3 

4,0 

5.2 

6,9 

9 

. . . 


Значения функции вычислены с помощью таблиц. 
График изображен на рис. 112. Сравнивая его с графи- 
ком функции у = 2 х (рис. ПО), можно сказать, что об- 
щий характер обеих кривых одинаков: обе функции — 
. возрастающие на всей чис- 



ловой оси и ни при каких 
значениях х не принимают 
отрицательных значений. Но 
темп роста функции у = 
_ 3.20,4* отстаёт от теіипа 
роста функции у = 2 х , что 
вызвано множителем к =0,4 
в показателе степени, мень- 
шем единицы. 

С помощью графика у — 
= 3-2 0 ’ 4 * можно решить ура- 
внение, например: 

3.2М*+-іх— 1=0. 


Для этого достаточно представить уравнение в виде 
3 . 2 0 ' 4 * = — у х + 1 

и построить прямую у<= — ух+1, пересекающую гра- 
фик у = 3-2 0 ' 4 * в точке М; абсцисса точки М дает при- 
ближенное значение корня данного уравнения, которое 
равно — 1 (рис. 1 12). 

Примечание. Функция у = Са кх+Ь приводится 
к виду у = Аа кх , так как Са кх+Ь = Са кх • а ь = Аа кх , где 
А = С- а ь . 

§ 161. Понятие логарифма 

При составлении таблицы' значений функции 
у = 3-2°' іх (§ 160) возникла одна трудность: как по 
данному значению х, например при х = 1, вычислить 
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2 _ 

соответствующее значение функции у*= 3 -2 0 - 4 ' 1 = 3 • 2 5 = 


— 3 У'2 2 ? Ведь не существует таблиц для извлечения 
корня 5-й степени из чисел. 

Эту трудность можно преодолеть, если изучить изме- 
нение показателя степени в зависимости от величины 
самой степени, но это требует введения нового матема- 
тического понятия. 

Пусть дано равенство а с = Ъ, где а > О, Ъ > 0 и аФ\. 

Определение. Логарифмом данного числа Ъ по 
основанию а называется показатель степени с, в кото- 
рую надо возвести данное основание а, чтобы получить 
число Ь. Запись \о§ а Ь = с читается так: логарифм чис- 
ла Ь по основанию а равен с. Число, служащее основа- 
нием логарифма, пишется ниже строки. 


Из равенств 
2 5 = 32, 

ІО 2 = 100, 

З 4 = 81, 

5 3 = 125, 



следует, что 
5 = 1од 2 32, 

2 = Іо^оІОО, 
4 = 1 о8 3 81, 

3 = 1о{?5 125, 

-3 = 1од_і_8, 

2 

с = \о§ а Ь. 


Равенства в левом и правом столбцах равнозначны: 
первые влекут вторые и наоборот. 

Из определения логарифма следует, что 


а' ог « й = 6. 


Например, 2 1ог ' 32 = 32; 10 Іог '° 100 = 100. 

Рассмотрим решение примеров вида 

1) а* — Ъ\ 2) х а = Ь) 3) а с = х, 

где по данным двум числам требуется найти третье 
число. 

Пример 1. Чему равен логарифм числа 27 при 
основании 9? 

1°&д27 = х; 9 х = 27; 

(ЗУ = З 3 , 3 2х = З 3 , ѵ. откуда 2х = 3; х = . 

о 
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' Пример 2. При каком основании логарифм чис- 
іиа 8 равен 6? Имеем: 

^ \оё х 8 = 6 ; 

X е = 8; л: = У*Г = У& = Ѵ%- 


Пример 3. Найти число, логарифм которого при 
основании 64 равен — 2 / 3 . 

Обозначим искомое число через х, тогда 1о§ 64 х = 
*= - 2 / 3 , откуда 


__ 2 _ 

64 3 = л:. 


или 




X 


_ 1 _ 
16 • 


§ 162. Логарифмическая функция и ее график 

Определение. Функция, обратная показательной 
функции, называется логарифмической. 



Если у = а х (а > 0 и а Ф‘ 1 ) , то 
х = іое„ у, 

или, переставляя обозначения аргумента и функции, 

у = іойо 

График логарифмической функции можно получить 
по общему правилу из графика показательной функции, 
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если перегнуть рисунок по биссектрисе первого и 
третьего координатных углов. 

На рис. 113 представлены графики показательной 
функции у — 2 х и обратной ей функции у — 1о§ 2 *. 


§ 163. Свойства логарифмической функции 


Каждому свойству показательной функции соответ- 
ствует определенное свойство логарифмической функ- 
ции, что видно из следующих сопоставлений: 


Показательная 

функция 

1. Показательная функция 
положительна при лю- 
бом значении аргумен- 
та х. 


2. При х — 0 показатель- 
ная функция равна 1. 

3. При отрицательных зна- 

чениях аргумента х 
функция а х < 1 (а > 1), 
причем а х — ► О при 

х — ► — ОО. 

4. Показательная функция 
возрастает и а х — »оопри 
х — ► оо (а > 1). 


Логарифмическая 

функция 

1. Логарифмическая функ- 
ция имеет действитель- 
ные значения лишь при 
положительных значе- 
ниях аргумента (гра- 
фик расположен справа 
от оси ординат). 

2. Логарифм. 1 по любому 
основанию равен 0. 

3. Логарифмы чисел, мень- 
ших 1, по основанию 
а>1 отрицательны, при- 
чем 1од а х:-*— оо при 
х — *■ 0. 

4. Логарифмическая функ- 
ция возрастает, причем 
І 0 {т а л:— >оо при х— * оо 
(а > 1). 


' § 164. Практическое значение логарифмов 


Составим таблицу целых степеней числа 2: 


Показа- 
тель п 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 ; 

9 

10 

11 

12 

13 

Степень 

2" 

2 

4 

8 

іб 

.32 

64 

128 

250 

54 2. 

1 024 

2 048 

4 096 

8 192 

Показа- 
тель п 

14 

15 

іб. 

,1.7 

18 

19 

20 


21 

Степень 

2" 

16 384 

32 768 

65 536 

13 ! 072 

„ і. 

262 144 

524 288 

1 048 576 

2 097 152 




Заметим, что в первой и третьей строках таблицы 
даны логарифмы по основанию 2 чисел второй и четвер- 
той строк. Так, например, 11 = 1о§г2048. 

С помощью этой таблицы можно быстро производить 
умножение, деление, возведение в степень и извлечение 
корня над числами, помещенными в строке е надписью 
«2 П », например: 

1) Умножение 2048 на 256 можно заменить сложе- 
нием соответствующих показателей (11 + 8 = 19) и оты- 
сканием соответствующего этому показателю числа, по- 
лучим: 

2048 • 256 = 524 288. 

2) Деление 1 048 576 на 32 768 заменяется вычитанием 
показателей (20 — 15 = 5) и отысканием соответствую- 
щего этой разности числа (32), т е 

1 048 576 . 32 768 = 32. 

3) Возведение в степень 128 3 может быть выполнено 
умножением соответствующего основанию показателя 
(7) на 3: 

7-3 = 21; 

показателю 21 соответствует число 2 097 152: 

128 3 = 2 097 152. 

4) Извлечение корня, например |/ 1 048 576 , сводится 
к делению показателя степени (20) на показатель коп- 
ня (2) : 

V 1 048 576 = 1 024. 

Во всех четырех случаях громоздкие действия над 
самими числами мы заменили более простыми дейст- 
виями над их логарифмами. 

§ 165. Общие свойства логарифмов 

1. Логарифм произведения двух или нескольких по- 
ложительных чисел равен сумме логарифмов сомножи- 
телей. 

Пусть N и Л/і — два положительных числа, тогда по 
определению логарифма имеем- 

,/Ѵ = о' ое «\ ^, = а 1ог Иі. 
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Перемножая почленно эти равенства, получим: 

NN^ = а^°*‘^ N+^ое ° N ^, 

откуда 

1од а (Щ) = 1о^ а N + 1о^ а /V,. 

2. Логарифм частного или дроби равен логарифму 
числителя минус логарифм знаменателя. 

Разделим почленно первое из равенств (1) на второе, 
помня, что при делении степеней с одинаковыми основа- 

N іок N — Іое N. 

ниями показатели степени вычитаются: -тт- = а а * а 1 , 

N і 

откуда 

ІОёа N - І0§[ а 7Ѵ,. 

3. Логарифм степени равен показателю степени, 
умноженному на логарифм основания степени. 

В самом деле, если обе части тождества Ы*=а [ ° г “ ы 
возведем в п- ю степень, то получим Л"" = а п 1о8 « ЛГ , откуда 
І02в (Л'") = п • ІОёа N. 

4. Логарифм корня из положительного числа равен 
логарифму подкоренного числа, разделенному на пока- 
затель корня. 

Действительно, если извлечь корень п- й степени из 
обеих частей равенства-тождества ІѴ = а І0§вЛГ , то 

Следовательно, 

Іо д в (Ѵл г ) = 4 

Полученные нами свойства называются общими, так как 
эти свойства не зависят от основания а (лишь быа>0 
и а Ф 1). 

§ 166. Примеры логарифмирования произведения 
и частного 

На основании четырех свойств, установленных в пре- 
дыдущем параграфе, можно выразить логарифм любого 
одночленного выражения через логарифмы составляю- 
щих его чисел. 
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Пример 1. Найти Іод*, если * = — 

с У а 2 

1°д — І7— - = Ьд (аЬ 3 ) - Іод ( с 1 У'сІ 1 ) = 
су а 2 

= Іод а + Іод Ь 3 - (іод с + 1од| УсР) = 

= Іод а + 3 Іод Ь -(іодс + -|іод е?) = . 

= Іод а + 3 Іод Ь - Іод с - у Іод сі *). 

Пример 2. 

5 

1о « ^ =\о ё Ѵа(Ь-сУ -1од/^ТР~ - 

= -§• Іод [а ( Ь - с) 2 ] - 1 1о§ (а 2 + Ь 2 ) = 

= Под а + 2 Іод (Ь - с)] - -I Іод (а 2 + Ъ\ 

Отметим, что ни сумма, ни разность не логарифми- 
руются. 

Пример 3. Дано: 1од І0 2 0,3010, 1од 10 3 « 0,4771. 

5 

Найти 1од 10 / 12 . 

1од 10 /12 = у 1од 10 12 = ± 1од 10 (2 2 • 3) = 

= у (2 1од 10 2 + 1од 10 3) * ^ (2 ■ 0,3010 + 0,4771) « 0,216. 
Пример 4. 

и — ( а ~ ь У /с 

У 5 > 

У(а + Ь) 2 с1 л 

Іод у = 3 Іод (а - Ь) + ~ Іод с - у [2 Іод (а + Ь) + 3 Іод а\. 

] § 167. Потенцирование 

Если по логарифму некоторого выражения отыски- 
вается само выражение, то говорят, что надо произве- 

*) Здесь основание логарифма — произвольное положи гелыше 
, число, не равное единице; для краткости мы его не пишем. 
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сти потенцирование, т. е. действие, обратное логариф- 
мированию. 

Пример 1. Дано: Іод х = Іод а + 2 Іод Ь — 1одс„ 
Найти х. 

а • Ь г 

х = . 

с 

П р и м е р 2. 

Іод X = У [іод а - ~ Іод Ъ + 2 Іод (а + Ъ ) ^ + Іод с; 

г ут 

При потенцировании руководствуемся следующими 
соображениями: сумма логарифмов есть логарифм про- 
изведения, например: 

Іод пг + Іод п = Іод {гп ■ п)\ 

разность логарифмов — логарифм частного; множитель 
перед логарифмом указывает на то, что. был взят лога- 
рифм степени, например: 


3 Іод а = Іод а\ 

(Іод а + Іод Ь) = Іод ^ аЬ . 

Правильность произведенного потенцирования всегда 
можно проверить логарифмированием. 

§ 168 . Система десятичных логарифмов 

Логарифмы чисел, вычисленные по одному и тому же 
основанию, образуют систему логарифмов. В частности, 
если за основание принять число 10, то система лога- 
рифмов называется десятичной. Десятичные логарифмы 
обозначаются символом «Ід» без указания основания 10, 
т. е. вместо ІодюЛ пишут просто ІдЛ. 

Десятичные логарифмы обладают рядом свойств, де- 
лающих их чрезвычайно удобными при вычислениях. 
Отметим эти свойства. ' 

Свойство 1 . Десятичный логарифм целого числа, 
изображенного единицей с последующими нулями, 

т 


равен стольким единицам , сколько нулей в изображении 
числа. Это свойство очевидно, так как 


10 1 -10, 

т. е. 

1§ 10 =1; 

о 

го 

II 

О 

о 

т. е. 

І6І00 =2; 

Ю 3 = 1000, 

т. е. 

1е 1000 = 3; 

10" = 100 . . 

. 0, т. е. 

1§ 100 ... 0 = п. 


всего п нулей всего п нулей 


Свойство II. Логарифм правильной десятичной 
дроби, изображенной единицей с предшествующими ну- 
лями, равен стольким отрицательным единицам, сколько 
нулей предшествует единице, считая и нуль целых. Дей- 


ствителыю, 

10 -1 =0,1, 


откуда 

ІёОД 

= _ 1; 

10 _2 = 0,01, 


откуда 

ІвО.01 = —2; 

ІО" 3 = 0,001, 


откуда 

0,00 1 = —3; 

10“" = 0,00 . 

..01, 

откуда 

іео.оо 

. .. 01 = 

всего п 

нулей 


всего п нулей 


Десятичные логарифмы рациональных чисел, не яв- 
ляющихся числами вида ІО' 1 и ІО - ' 1 (л — целое число), 
не могут быть выражены точно ни целым, ни дробным 
числом; они представляют собой иррациональные числа. 

Покажем, например, что 1§2 не может быть равен 

дробному числу у, где р и ц — целые положительные 
числа. 

Если допустим, что 1^2 = у, то должно иметь место 

р_ 

равенство 10^=2, или Юр = 2«. Это равенство невоз- 
можно, так как левая часть его Юр есть число, изобра- 
женное единицей с р нулями, и состоит из множите- 
лей 2 и 5, повторенных р раз [Юр = (2-5) р = 2р*5р]; 
правая часть 2 ч такого разложения дать не может; сле- 
довательно, допущение, что \§2 является дробным чис- 
лом, неверно. 

Однако можно вычислить приближенно- 1д 2, а также 
логарифм всякого другого числа с любой степенью точ- 
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ности, т. е. с любым числом десятичных знаков. Пример 
такого вычисления будет дан в следующем параграфе. 
Здесь же мы дадим способ производить грубую оценку 
логарифма, т. е. способ находить, между какими це- 
лыми числами он содержится. 

Пусть требуется найти 1§ 275,6; напишем очевидное 
неравенство 

100 <275,6 <1000; 

тогда 

Іе 100 <1^275,6 <1^1000, 
или 2<1§;275,6<3, откуда 

1§ 275,6 = 2 + положительная правильная дробь. 

Определение. Целая часть логарифма назы- 
вается характеристикой, дробная часть — мантиссой. 
В четырехзначных таблицах Брадиса находим: 
1§ 275,6 = 2,4402; здесь характеристика равна 2, ман- 
тисса равна 0,4402. 

Свойство III. Характеристика логарифма числа, 
большего или равного 1, содержит столько единиц, 
сколько цифр в целой части числа, без одной. 

Сначала убедимся в правильности высказанного по- 
ложения на отдельных примерах, а потом рассмотрим 
общий случай. 

а) Число 32,185 имеет в целой части две цифры и 
заключается между 10 1 и ІО 2 , т. е. 10 1 < 32,185 < ІО 2 , но 
большему числу соответствует больший логарифм: 

1& 10 < 1^ 32, 1 85 < 1§ ІО 2 , 
или 1 < 32,185 < 2, откуда 

1^32,185 = 1 + правильная дробь. 

Характеристика равна 1, т. е. на единицу меньше 
числа цифр в целой части. 

б) 1^5 147,3 = 3 + правильная дробь, ибо 

1000 < 5147,3 < 10000, 

или ІО 3 < 5147,3 < ІО 4 , откуда ^ 

3< 1^5147,3 <4. 

в) Пусть число А имеет в целой части п цифр, тогда 
имеем неравенство 

10 П_1 <Л<10 П | 


ЗП 


откуда п — 1 -^І&Л < п, следовательно, 

А — п — 1 + правильна? дробь. 

харак- мантисса 

тери- 
стика 

Свойство IV. Характеристика логарифма правиль- 
ной десятичной дроби содержит столько отрицательных 
единиц, сколько нулей предшествует первой значащей 
цифре, считая в том числе и нуль целых-, мантисса при 
этом положительна. 

Пример 1. Дробь 0,0475 заключается между 0,01 
и 0,1, т. е. 

0,01 < 0,0475 < 0,1; 

1д0,01<1 ё 0,0475<1 ё 0,1; 

— 2 < 1^ 0,0475 < — 1. 

Следовательно, 1^ 0,0475 = — 2 + правильная положи- 
тельная дробь. Характеристика в данном случае рав- 
на — 2. Первой значащей цифре (4) предшествуют два 
нуля. 

Пример 2. 1д 0,00054 = —4 + положительная пра- 
вильная дробь, так как 

0,0001 <0,00054 <0,001, 

откуда 

ІБ 0,0001 <1е 0,00054 <1е 0,001; 

-4 <1§ 0,00054 < -3. 

Пусть имеем правильную десятичную дробь а, пер- 
вой значащей цифре которой предшествуют п нулей 
(считая и нуль целых). Такую дробь в общем виде 
можно изобразить так: 

п нулей 

а = 6, 000 ... ОЬф 2 .... 

где Ь\ есть первая значащая цифра. 

Имеем неравенство 

п нулей (л— 1) нулей 

0,000 ... 01 < а < одоо ?7ТоТ. 

Поэтому 

п нулей (га-І) нулей 

ІВ 0,000 ... оГ<І й а< 1 е 0,000’. .. О?; 

— л <Л{* а < — (« — 1 ). 
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Логарифм данной дроби оказался заключенным между 
двумя целыми отрицательными числами: —п и — (п — 1), 
разность между которыми равна 1, следовательно, он 
(логарифм) равен меньшему числу + положительная 
правильная дробь: 

1& « — — п + правильная положительная дробь. 

Итак, характеристика 1§а равна —п. 

Условились алгебраическую сумму целого отрица- 
тельного числа и положительной правильной дроби со- 
кращенно записывать так: 

-3 + 0,4317 = 3,4317; 

-5 + 0,8205 = 5,8205. 

Знак минус сверху указывает на то, что отрицательна 
лишь целая часть, мантисса же положительна (чи- 
тается: пять под минусом). В такой форме принято запи- 
сывать логарифмы чисел, меньших 1; эта форма лога- 
рифма называется искусственной. 

Всякий отрицательный логарифм можно привести 
к искусственной форме, например: 

а) —2,1543 = —2 — 0,1543 = ( — 2 — 1) + (1 г- 0,1543) = 

= — 3 + 0,8457 = 3,8457; 

б) - 1,0647 = (- 1 - 1) + (1 - 0,0647) = -2 + 0,9353 = 

= 2,9353; 

в) -4,2564 = 5,7436. 

Правило. Чтобы преобразовать отрицательный ло- 
гарифм в искусственную форму, поступают так: к ха- 
рактеристике прибавляют отрицательную единицу и ста- 
вят над результатом знак минус сверху, все цифры ман- 
тиссы вычитают из 9, последнюю цифру — из 10. 

Свойство V. При умножении или делении числа на 
10, 100, 1000 и т. д. Мантисса его логарифма остается без 
изменения, а характерстика увеличивается или умень- 
шается соответственно на одну, две, три и т д единиц 

Заметим, что числа 10, 100, 1000, ... суть целые по- 
ложительные степени 10, т. е. числа вида 10 п 

а) Имеем: 1§(Л • 10") = 1 ё А + 1д 10" = 1д А + п 

В результате умножения числа А на 10" логарифм 
увеличился на п единиц, следовательно, дробная 
часть — мантисса — осталась без изменения. 
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б) іе(-^г) = іе^-іеіо л = і е л-«; 

логарифм уменьшился на п единиц, следовательно, ман- 
тисса осталась прежней. Например: 

1§ 38,1 = 1,5809; 

\ ё 381 =2,5809; 

1^3810 = 3,5809; 

1 е 38 100 = 4,5809; 

1 е 3,81 =0,5809; 

\ ё 0,381 =1,5809; 

0,000381 =4,5809. 

Следствия. 1) Характеристика логарифма зави- 
сит только от положения запятой в данном числе, но не 
зависит от цифр, изображающих это число. 

Логарифмы таких чисел, как 278; 598,5; 110,7; 705,48; 
142,845, имеют одну и ту же характеристику, равную 2. 

2) Мантисса не зависит от положения запятой, а за- 
висит только от значащих цифр и их взаимного распо- 
ложения. Мантиссы логарифмов таких чисел, как 23,4; 
2,34; 0,234; 2340 и т. п., будут одни и те же. 

§ 169. Вычисление логарифма 

В § 168 было доказано, что 1§2 есть число иррацио- 
нальное. Покажем способ, позволяющий вычислить при- 
ближенное значение 1§2 с заданной степенью -точности, 
например с точностью до 0,001. 

Идея этого способа заключается в следующем: нахо- 
дят две целые положительные степени числа 10, показа- 
тели которых разнятся на 1; между ними должна за- 
ключаться степень числа 2 с достаточно большим пока- 
зателем. Другими словами, надо решить неравенство 
вида 

10 т <2 р < Г0 т+1 , (1) 

где тир — искомые целые положительные -числа. 

Если р^- 1000, то поставленная нами точность будет 
достигнута. В самом деле, логарифмируя неравенство 
О). получим: 

т<р\ц2<т+ 1 , или у <1^2< * -- . 
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Две дроби ~ и — ■ * 1 , между которыми заклю- 
чается 2, разнятся между собой на величину — . При 

р>1000 поставленная точность будет достигнута. 

Переходим к вычислениям, для чего пользуемся таб- 
лицей квадратов как вспомогательным средством. 
Имеем: 

2 5 = 32; 

2 10 = 32 2 = 1 024 =1,024 -ІО 3 ; 

2 20 = (1,024 ■ ІО 3 ) 2 « 1,04 • 10 б ; 

2 40 «(1,04 -ІО 6 ) 2 «1,08 -10 12 ;. 

2 м «(1,08- ІО 12 ) 2 « 1,16- ІО 24 ; * 

2 160 « (1,16 • ІО 24 ) 2 « 1,34 • ІО 48 ; 

2 320 « (1,34- 10 48 ) 2 « 1,79- 1 0 96 ; 

2<и° те (1,79 • ІО 96 ) 2 «3,20- ІО 192 ; 

2 1280 « (3,20 • ІО 192 ) 2 « 1,02 • ІО 385 . ■ 

Так как 1,02 • ІО 385 > ІО 385 , но 1 ,02 ■ 1 0 385 < 1 0 386 , то 
имеем неравенство ‘ ’ 

ІО 385 < 2 І280 < ІО 386 . 


Логарифмируя двойное неравенство, получим; 

385 < 1280 1 ё 2 <386; 

385 . 386 

7380 ^ < , 280 ; 

0,3001 <1 ё 2 <0,3017, 

или 

0,300 <1 ё 2 <0,302. 

Взяв полусумму верхней и нижней границ, имеем: 
ІВ2 « 0,301. 

Более точные вычисления дают: 


1^2 = 0,3010299956 ... 

Первые три десятичных знака были вычислены нами 
совершенно точно. Существуют другие, более удобные 
способы вычисления логарифмов, но они требуют зна- 
ния высшей математики. „ , 


315 




§ 170. Действия над логарифмами 

Прежде чем приступить к вычислениям с помощью 
логарифмов, надо научиться производить четыре ариф- 
метических действия над логарифмами, ибо к этому 
в основном сводится техника логарифмирования. Рас- 
смотрим- каждое действие в отдельности. 

1. Сложение. 


Пример 1 . 
2,1742 
+ 1,5736 


Пример 2. 
3,4832 
1,6758 


+ 


1,7478 


3,1590 


Сложение производится по правилам сложения де- 
сятичных дробей с той разницей, что характеристики 
складываются алгебраически, и к результату прибав- 
ляются целые единицы, полученные от сложения деся- 
тых долей мантисс. 

2. Вычитание. Рассмотрим несколько случаев. 

П р и м е р 1. 

_ 2,4845 
3,1796 
1,3049 

Из мантиссы уменьшаемого (0,4845) вычитаем мантиссу 
вычитаемого (0,1796), получаем в результате 0,3049, за- 
тем из характеристики уменьшаемого (2) вычитаем ха- 
рактеристику вычитаемого (3), получим 1; оба ре- 
зультата вычитания объединяем в запись 1,3049. 

П р и м е р 2. 

_ 1,3516 
2,6432 
2,7084 

При вычитании мантисс пришлось занять единицу 
из характеристики уменьшаемого, т. е. из 1,3561 вычесть 
0,6432, что дает 0,7084; вычитая характеристики, полу- 
чим 0 — ( — 2) = 2. 


Пример 3, 


3,2534 

5,6718 

1,5816 
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Характеристику уменьшаемого ( — 3) представляем мыс- 
ленно как сумму ( — 4+1), положительную единицу 
присоединяем к мантиссе и из 1,2534 вычитаем мантиссу 
вычитаемого 0,6718, что дает 0,5816. Затем вычитаем ха- 
рактеристики: — 4 — ( — 5) = 1; окончательный результат 
1,5816. 

3. Умножение. При умножении логарифма с отрица- 
тельной характеристикой на натуральное число в от- 
дельности умножается мантисса и характеристика: 

к’, 1853 • 4 = (-2 + 0,1853) • 4 = -8 + 0,7412 - 8,7412. 

Обычно такое умножение производится без предвари- 
тельного представления логарифма в виде алгебраиче- 
ской суммы, например: 

1,8916-5 = 1,4580. 


После умножения десятых долей мантиссы на 5 получи- 
лись 4 целые положительные единицы, которые легко 
прибавить в уме к 5 отрицательным единицам, получен- 
ным от умножения —1 на 5: —5 + 4 = — 1; окончатель- 
ный результат 1,4580. 

Если логарифм с отрицательной характеристикой, но 
с положительной мантиссой умножается на положитель- 
ною десятичную дробь, то удобно перевести логарифм 
из искусственной формы в естественную, произвести 
умножение двух десятичных дробей и результат переве- 
сти в искусственную форму. ѵ 

Пример 1 . 


1, 1526- 0, 23 = (-1 +0,1526)- 0, 23= -0,8474-0,23 = 


Пример 2. 


= -0,1949= 1,8051. 


3,6418 • (-0,47)= -2,3582 - (-0,47) = 1,1084. 

4. Деление. Если нужно разделить логарифм с отри- 
цательной характеристикой на натуральное число, то 
здесь надо различать два случая: а) когда характери- 
стика делится нацело, б) когда характеристика не де- 
лится нацело. 


Пример 1. 2,1856 : 2= 1,0928. 

Здесь сразу отдельно были разделены на 2 и харак- 
теристика и мантисса. 
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Пример 2. 

2,4365 : 5 = (-2 + 0,4365) : 5 = (-5 + 3,4365) : 5 = 

= -1 + 0,6873 = 1,6873. 

К характеристике прибавляем столько отрицатель- 
ных единиц ( — 3), чтобы получить ближайшее целое 
число, делящееся нацело на делитель; к мантиссе одно- 
временно прибавляем столько же положительных единиц 
и делим в отдельности полученные целую и дробную 
части. 

Пример 3. 5,4724:4 = 2,8681. 

К характеристике было прибавлено —3, к мантиссе 
+ 3, деление легко произвести в уме. 

Пример 4. 

3,1832 : 0,658 = —2,8168 : 0,658 = —4,2809 = 5,7191. 
Пример 5. 

Г, 6405 : ( - 1 ,3) = - 0,3595 : (—1,3) = 0,3595 : 1,3 = 0,2765. 

§ 171. Дополнительный логарифм 

Два числа N и как известно, называются взаимно 

обратными-, произведение их равно 1. 

Определение. Дополнительным логарифмом чис- 
ла N называется логарифм числа 

доп. = 

Так как 

і е-г= ~ М 

то 

доп. \ ё N = — \ ё N. 

Дополнительный логарифм числа N есть логарифм 
этого же числа, взятый с противоположным знаком-, на- 
пример: 

а) доп. \ ё 17,18= - 1§ 17,18= —1,2350 = 2,7650; 

б) доп. 1^ 0,0085 = — 1^0,0085= —3,9294 = 

= - (-3 + 1 - 1 + 0,9294) = - (-2- 0,0706) = 2,0706. 
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Допустим, что 1дЛ/ = с + т, где с — характеристика, 
т — мантисса, тогда , 

доп. і§іѴ=-1§Л г =-с — т=-с-1-т+1 = 

*= — (с+ 1) + (1 — т). 

Чтобы по логарифму числа N найти его дополнитель- 
ный логарифм , надо к характеристике прибавить еди- 
ницу и результат взять с противоположным знаком , 
мантиссу же вычесть из 1, 

Примеры. 

1) -1^0,0572 = доп. 1 е 0,0672 = —2,8274 = 1,1726; 

2) - 1^13,8 = —1,1399 = 2,8601; 

3) --|і е 0,825 = - ■§■. Г, 9165= -- = 

= -1,9443 = 0,0557. 

, . § 172. Таблицы логарифмов 

Таблицы Брадиса дают приближенные значения ман- 
тисс логарифмов всех целых чисел от 1 до 9999 с че- 
тырьмя точными десятичными знаками; характеристика 
логарифма проставляется на основании указанных 
свойств десятичных логарифмов. Так как мантисса ло- 
гарифма не зависит от положения запятой в изображе- 
нии числа, а зависит только от последовательности зна- 
чащих цифр в данном числе, то этими же таблицами 
можно пользоваться для отыскания мантисс дробных 
чисел. Ниже дается отрывок из таблицы. 


N 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

65 

3129 

8136 

8142 

8119 

8156 

8162 

8169 

8176 

8182 

8189 

1 

1 

2 

3 

3 

4 

5 

5 

8 

66 

8195 

8202 

8209 

8215 

8222 

8228 

8235 

8241 

8248 

8254 

1 

1 

2 

3 

3 

4 

5 

5 

6 

67 

8261 

8267 

8274 

8280 

8287 

8293 

8299 

8306 

8Н2 

8319 

1 

1 

2 

3 

3 

4 

5 

8 

8 

68 

8325 

8331 

8338 

8344 

8351 

8357 

8363 

8370 

8)76 

8387 

1 

1 

2 

3 

3 

4 

4 

5 

6 

69 

8888 

8395 

8401 

8407 

8414 

8420 

8426 

8432 

8439 

8417 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

4 

5 

6 

70 

8451 

8457 

8463 

8470 

8476 

8482 

8488 

8494 

85<Х) 

8506 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

4 

5 

6 

71 

85 1 3 

8519 

8525 

8531 

8537 

8543 

8546 

8555 

8561 

3567 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

1 

8 

5 

72 

8573 

8579 

8585 

8591 

8597 

8603 

8609 

8615 

8621 

8627 

1 

1 

2 

2 

. 3 

4 

4 

5 

5 

73 

8633 

8639 

8645 

8651 

8657 

8663 

8669 

8675 

8681 

8686 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

4 

5 

5 

74 

8692 

8698 

8704 

8710 

8716 

8722 

8727 

8733 

8739 

8745 

1 

і 

2 

2 

3 

4 

4 

5 

5 


Предположим, что надо найти 1§65,4. Первые две 
цифры числа (65) берем из первого слева столбца, по- 
меченного сверху надписью «іѴ», и продвигаемся от 
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числа 65 по горизонтальном строке до пересечения с вер- 
тикальным столбцом, помеченным сверху (или снизу) 
третьей значащей цифрой числа, т. е. цифрой 4. В пере- 
сечении получим мантиссу 8156, что означает десяти- 
тысячные доли, т. е. 0,8156, следовательно, 1§65,4 = 
= 1,8156. Мантиссы логарифмов двузначных чисел или 
трехзначных чисел, оканчивающихся нулями, берутся из 
столбца, помеченного сверху цифрой нуль; например, 
мантисса логарифма числа 68 или числа 680 равна 
0,8325. 

Чтобы найти логарифм четырехзначного числа, на- 
пример 1&6754, проставляем прежде всего характери- 
стику, т. е. пишем: 1§6754 = 3, ...; неизвестные цифры 
мантиссы находим следующим образом: находим сна- 
чала, как было объяснено выше, мантиссу логарифма 
трехзначного числа 675, т. е. числа, изображенного пер- 
выми тремя цифрами данного числа; получаем 0,8293; 
от этой мантиссы продвигаемся вправо по горизонталь- 
ной строке, пересекая двойную вертикальную черту, 
пока не окажемся на пересечении с тем из напечатанных 
в правой части таблицы столбцов, который помечен 
сверху цифрой 4; в пересечении находим число 3 (3 де- 
сятитысячных); это — поправка на четвертую значащую 
цифру 4, ее легко прибавить в уме к уже найденной ман- 
тиссе 0,8293; получим окончательно: 1§ 6754 = 3,8296. 


§ 173. Таблицы антилогарифмов 

Число, соответствующее данному логарифму, назы- 
вается антилогарифмом. Для нахождения числа по дан- 
ному его логарифму пользуются таблицами антилога- 
рифмов. Устройство и способ употребления их ничем не 
отличаются от только что описанной таблицы логариф- 
мов. Если 1д*= 1,5245, то х (антилогарифм) находим 
следующим образом: не обращая пока внимания на ха- 
рактеристику, берем первые две цифры мантиссы, т. е. 
52, из первого слева столбца, помеченного буквой т 
(мантисса), и продвигаемся по этой горизонтали до пе- 
ресечения со столбцом, помеченным сверху третьей циф- 
рой мантиссы 4; на пересечении их находим число 3342; 
на четвертую цифру мантиссы— -5 — находим поправ- 
ку 4, помещенную на пересечении той же горизонтали 
с тем из крайних справа столбцов, который помечен 
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сверху цифрой 5; поправку прибавляем к найденному 
числу ^3342, получим х = 0,3346. Первой значащей цифре 
предшествует один нуль, так как характеристика 

равна 1. 


§ 174. Примеры на вычисления с применением 
логарифмов 

Пример 1. * -У Л 

1дд: = і [^783 + 1 1& 41,3 — (2 1§ 0,815 + 1^52,6)] , 


или 


= у (іё783 + -^ 1^41,3 + 2 доп. 1§ 0,815+ доп. 1^52,б). 


Предварительные 

вычисления 

1 1 & 41,3 = і^бі = 0,8080; 

доп. 1^0,815 = -(Г, 9112) = 
= 0,0888; 

доп. 1^52,6 = — 1,7210 = 
= 2,2790; 


Окончательные 

вычисления 

1^783 = 2,8938 
у 1§41,3 = 0,8080 
2 доп. 1§ 0,815 = 0,1776 
доп. 1^52,6 = 2,2790 
2,1584 

2,1584 


\%Х 


= 0,7195; 

х = 5,242; 

* ~ 5,24. 

Пример 2. 

У = У~ 0,178 • 0,4963 +4,727]/0,00283. 

Вычислим каждое подкоренное слагаемое в отдельности: 
1) N = 0,178 1^0,4963; 

1 § ДГ = 1 е 0,178 + 4- 1& 0,4963; 

І8 0, 178 = 1,2504 

у 1в 0,4963 = = Г, 8986 

Іе дг =7,1490 
N = 0,1409; 


1 1 Р. А. Калнин 
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2) М = 4,727 • |/0,00283 ; 


1 


\ё М = 1 ё 4,727 + -^ 1 е 0,00283; 
1 


3) 


,0,1409 
+ 0,2514 

0,3923 * 

5 


2 

т ІВ 0,00283 = = 2, 7259 

1^4 ,727 — 0,6745 

ІВ М =1,4004 
М = 0,2514; 


Іе 0,3923 


'•5936 =1,9187; 


4) у = 1/0,3923 ; 

1 ёУ 

у --- 0,8292; у ~ 0,829. 

ПримерЗ. і 

ѵ ( 6 , 429)" 0,32 • ( 0 , 819 )"®" 

^ * 

( 4 , 27 ) 5 .( 0 . 00318) 0 ’ 48 

Представим данное выражение в следующей форме: 


2 = 


(4,27) 5 -(0,819) 


(6.429) 0,32 • (О.ООЗІ8) 0 - 48 ' 


Логарифмируем: 

1в2 = |ів4,27 + 1ів0, 819 + 0, 32 доп. 1^6,429 +- 

+ 0,48 доп. 1в 0,00318. 

Окончательные 
вычисления 


Вспомогательные 

вычисления 

1) 0,32 доп. 1§ 6,429 = 

= —0,32 - 0,8081 = 

= -0,2586= 1,7414; 

2) 0,48 доп. 1^0,00318 = 

= -0,48 - (3,5024) = 

= -0,48 -(-2,4976) = 
= 1,1988; 

3) -|і ё 4,27= 3 ‘ 0,6304 

1,8912 


4 1в 4,27 = 0,3782 


1,9133 


1,9711 


5 


5 

= 0,3782; 


3 -б з 

0,32 доп. 1§ 6,429 = 1,7414 
0,48 доп. 1^0,00318= 1,1988 
ІВ 2= 1,2895 
2= 19,47; 
2~ 19,5. 
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§ 175. Модуль перехода от одной системы 
логарифмов к другой 

Поставим такой вопрос: как найти логарифм поло- 
жительного числа N по основанию Ь (Ь > 0 и ЪФ 1), 
если известен логарифм числа N при основании а 
(а > 0, а Ф 1)? 

Чтобы ответить на поставленный вопрос, надо уметь 
находить тот переводной множитель, с помощью ко- 
торого осуществляется переход к новой системе лога- 
рифмов. 

Пусть Іо § 0 УѴ = ш (т — известное число). Требуется 
найти Іо§(, N = х (х неизвестно). 

Тогда 

а т = Ы, Ь Х = Ы, 

откуда 

а т = Ь х . 


Логарифмируем 

обе части 

этого равенства по основа 

нию а: 




т \о% а а ■■ 

= х1о § а Ь, 

или 




т — х 

Іо ёаЬ, } 


х = т ■ 

1 

Ь * • 


Заменяя х и т их значениями, получим: 


1о^ Л ' = 1о^^-Т^Т- 

Множитель 1 ь называется модулем перехода от 

системы логарифмов с основанием а к системе с осно- 
ванием Ь. 

Примеры. 1) 1о ё5 2 = 1 § 2. ^ = 0,3010 • ^ «0,431 

2) 1о& 2 7 = ]§7. -^ = 0,8451 • 3,322 « 2,807. 

3) Ь? к -/Ѵ = 1о^ а N • - — Х —т=г = 2 \о§ а N . 

1°Ва У а 

Пусть а и Ь — два положительных числа, отличных 
от 1; тогда имеет место тождество 

1о§ а 6 • 1о§»а= 1, 
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так как из равенства сі огаЪ = Ь путем логарифмирова-. 
ния его по основанию Ь находим: 

1о^ а 6 • 1од 4 а = 1о&»& = 1. 

Примечание. Помимо десятичных логарифмов 
в математике и ее различных приложениях широко при- 
меняются натуральные логарифмы, основанием которых 
служит иррациональное число е, е « 2,718. Натураль- 
ные логарифмы обозначаются знаком «1п» без указания 
основания, например: 

1п 2 = 1 В 2-^ ~ 0,3010 = 0,3010 • 2,303 « 0,6932. 


Итак, натуральный логарифм числа примерно в 2,3 
раза больше десятичного логарифма этого же числа. 
Рассмотрим частные случаи модуля перехода: 

1) если новое основание 6 = —, то М = - • = — ^ — =— Г 

а , 1-1 

Іод а — 
а а 

следовательно, Іод , N = — 1о§- а М; 

а 

2) если Ъ = а 2 ,, то 1од в , Ы = ± 1од а ЛГ; 

-^— = 1 = 2, Іое ,-ІѴ - 2 Іо ва ЛГ; 
1од а У а ± * “ 


3) если Ь = V а , то М = • 


4) если Ь — а п , то М = 
Таким образом, 


1 


1од а а' 1 п ’ 
1 


Іое «ЛГ = — 1од а N . 


Случай 4) обобщает предыдущие три: при п~—1 имеем слу- 
чай 1), при п = 2 имеем случай 2), при га = -^- имеем случай 3). 
Пример. Решить уравнение 

15 

1 о ^2 х + Іод , х + іод 4 лг + 1од^_ х = — . 

~2 

Приводим все логарифмы к основанию 2: 

1 15 

1 о §2 х — 1о% 2 х + — 1од 2 * + 2 Іод 2 х = — , 

5 , 15 

■а 

1од 2 х = 3, х — 8. 
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§ 176. Показательные уравнения 

Рассмотрим уравнения, содержащие неизвестное в 
показателе степени. Такие уравнения принято обычно 
называть показательными, например: 

Уз г = -^==- ; 5* +1 + 5* = 750; 9 Х+1 - З х+3 = 486. 


Существуют два основных способа решения показа- 
тельных уравнений. 

1. Способ приведения к общему основанию. Если обе 
части уравнения можно представить как степени с од- 
ним и тем же основанием а, где а — положительное 
число, не равное 1, то из равенства степеней и основа- 
ний следует, что должны быть равны показатели сте- 
пени. Приравняв показатели степени, получаем обычно 
уже известный нам тип уравнения. 


Пример 1 . У 3 х 
Имеем: 


1 

Ѵ2 Т ' 


откуда 



Проверка. 

Ѵз -3 = 3 “ 



Пример 2. 5 Х+І 5 х = 750. 

Так как 5 Х+1 = 5 х • 5, то можно вынести в левой ча- 
сти общий множитель 5* за скобки, получим: 

5* • (5 + 1) = 750; 5* • 6 = 750, 5* = 125, 

или 

5* = 5 3 ; л: = 3. 

Проверка. 

5 3+1 + 5 3 = 625 + 125 = 750; 

750 = 750. 
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Пример 3. / 9* и+,) 2 =]/3. 

Представим обе части уравнения как степени числа 3: 

9 т[*(*-»-т] = 3 т. 

(32)Т [* < *“ 1) “] = 3 т ; 


з'с-^-зТ 


откуда 


х(х- 1)--| = ' 


4 ’ 


х- — х 


■ = 0. 


Решая это квадратное уравнение, находим: 

1 


х \ 2 > 


3 

* 2 = Т 


Подстановкой в первоначальное уравнение убеждаемся, 
что оба корня пригодны. 

2 . Способ логарифмирования обеих частей уравне- 
ния. 

Пример 4. 2,3* = 1,5* +1 . 

Здесь представляется более удобным логарифмиро- 
вать обе части уравнения, после чего получим 

х 1? 2,3 = (х + 1) І§ 1 ,5; 
х 1ё 2,3 — х 1д 1,5 = 1§ 1,5; 

* (І8 2,3 -1 е 1,5) =18 1,5; 


* = — 


0,1761 


0,95. 


1^2,3- І е 1,5 ~ 0,1856 

В некоторых случаях при решении показательного 
уравнения удобно вводить вспомогательное неизвестное. 

Пример 5. 4 Х_| - 2 Х+3 4- 28 = 0. 

Имеем 

(2 2 )* -1 — 2' с+3 + 28 = 0, 

или 

2 2 * . 2~ 2 — 2 х ■ 2 3 + 28 = 0 ; 

пусть 2 х = г; тогда 2 2х = г 2 ; уравнение принимает вид 
-^-—82 + 28 = 0, или 2 2 — 322+ 112 = 0. 


326 


Решая это квадратное уравнение, получаем: 
г, = 4; г 2 = 28, 


откуда 


2 х = 4; 
2* = 28; 


лг 2 = 


_ 28 


1^2 


*і =2; 

х!д2 = 1§28; 
« 4,81. 


Оба корня удовлетворяют данному уравнению. 
Пример 6. Решить систему 

Г 2* • З у = 12, 

1 2 У • З* = 18. 

Разделим почленно первое уравнение на второе* 

1 


или 2 Х ~ У • Ъ ѵ ~ х = ~, но 3*-* 


3 Х-у > 


2 Х ~ У 2 / о \х—у /9 ѴІ 

а потрму зЛ ._ у = — , или /—) = /—) , следовательно, 

х — у — 1 , или у = X — 1 . 

Теперь первое уравнение системы примет вид 
2 х • З* -1 = 12, или 6* = 36, 
откуда х = 2, у = \. 


§ 177. Логарифмические уравнения 

Определение. Уравнение, содержащее неизвест- 
ное под знаком логарифма, называется логарифмиче- 
ским. 

Примерами таких уравнений являются: 

1) 1ё(* + 6) — І-І ё (2.ѵ — 3) = 2 — 1 е 25, 

2 ) У\ ёХ =\% У7, 

3) 1од 2 (9* -1 + 7) = 2 + 1о^ 2 (3* -1 + і). ■ 

Основной способ решения логарифмических уравне- 
ний это потенцирование, в результате чего получаем 
обычно алгебраическое уравнение. Найденные корни не- 
обходимо проверить, так как возможны случаи появ- 
ления посторонних корней. 
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Пример 1. 1е(* + 6)— ^1е(2х-3) = 2- 1д25. 
Очевидно, что 


і*<* + е) : --іів<2*-з)-і([ Тг Ш г 

(левая часть уравнения), 

2-1 ё 25 = !§100-1 ё 25 = 1 й 4 

(правая часть уравнения). Таким образом, * 

х + 6 


іе 


Ѵ2х - 3 


= 1 6 4. 


Но равным логарифмам, взятым по одному и тому же 
основанию, соответствуют равные числа. Следовательно, - 

X + 6 , тл 

■у -- 3 ~ - = 4, Решая это иррациональное уравнение, на- 
ходим два корня: л:, = 6; х 2 =14. 

Проверка корня х, = 6: 1^ 12- у 1д9 = 1д4; у = 1ё 4 
(верно). 

Проверка корня х 2 = 14: 20 — 4 1§ 25 = 1<т 4, 

1е^ = І84 (верно). 

Пример 2. \/і§л:=1д уТ. 

Прежде чем находить корни этого уравнения, най- 
дем область допустимых значений х: обе части уравне- 
ния имеют смысл при Ідх^О, х^І; учитывая, что 

1§]/х=— І^х, имеем |/і§х = у 1§х; возводим обе ча- 
сти в квадрат: 

= х, или І^х (1§х — 4) = 0. 
Следовательно, 

1§х = 0, х, = 1: 

1§ х = 4, х 2 =10 4 . 

Убедитесь в том, что оба корня удовлетворяют исход- 
ному уравнению. 

Пример 3. 1д[(х Іе *)=1. Ясно, что х>0 и х Ф 1. 
Так как 1§ (х 1 ® *) = 1 ^ х • 1§ х = 1^ 2 х, то уравнение при- 
нимает вид: 1§ 2 х = 1; 1§х = ± 1; х, = 0,1; х 2 =10; оба 
корня годны. 
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Пример 4. 21§]дх = 1д(7 — 21^*) — 1§5. 

Если положим 1 ^ .ѵ = I, то имеем 2 1&/ = 1^(7 — 2/) — 

— Ід5, или 1 & /2 = і ё 1_Л ( откуда і 2 = Щ^, /, = — 7/5 

(не годен, так как не существует 1§/)> ? 2 = 1; х= 10. 
Проверкой легко убедиться, что х = 10 удовлетворяет 
данному уравнению. 

Пример 5. Решить систему ху = а 2 , \^ 2 х + \^ 2 у = 

= -|і е 2 а 2 . 

Очевидно, что искомые значения неизвестных дол- 
жны быть положительными числами: х > 0; у > 0. 

Логарифмируем первое уравнение: ідх + і^у = 2 1§ а. 
Полагаем 1 ц х = и\ 1 § у = ѵ, тогда имеем систему 

( ы + о = 21да, 

| и 2 + ѵ 2 = ^(2\ ё а) 2 , 

или 

I и + ѵ = 2т, 

1 и 2 + ѵ 2 = 1 От 2 , 

где т = ]%а. 

Решая эту систему, найдем: 

Щ = — т — —\%а; и 2 = 3\ца; 
ѵ { = 3т = 3 1§ а; ѵ 2 =-\%а, 

откуда 1ё-ѵ,= - 1 ё а-, 

1&г/і = 31да; г/, — а 3 . 

Аналогично находим: х 2 = а 3 , у 2 = — . 

Проверка решения х, = ~ ; у, = а 3 : 


( — ' 1 ^ а) 2 + (31^ а) 2 = 10 

§ 178. Решение простейших показательных 
и логарифмических неравенств 

Неравенства, содержащие неизвестное в показателе степени ил^ 
под знаком логарифма, принято называть соответственно показа- 
тельными или логарифмическими неравенствами. Такие неравенства, 
в большинстве случаев, приводятся к алгебраическим. 
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Пример 1. Решить неравенство 2 3 * - 2 < 2 Ѵ+3 . 

При основании, большем 1, меньшему значению показательной 
функции соответствует и меньшее значение показателя степени, 

5 


т. е. Зх — 2<л: + 3, 2л; <5, лг<— . 


Пример 2. Решить неравенство 2 • 3 2т — 5 • З т + 2 > 0. 
Введем вспомогательное неизвестное. Положим г = 3 І (г>0). 
Тогда 2г 2 — 5г + 2 > 0, т. е. имеем квадратное неравенство относи- 
тельно г. Корни трехчлена, стоящего в левой части, равны и 2; 
по известному нам правилу трехчлен положителен при всех значе- 


лежащих вне промежутка , 2^ . Следовательно, г>2или* 


Так как г>0, то 0<г<-^ или г>2. 


Итак, 0 < 3 х <. — или 3 х >2. 


Таким образом, после логарифмирования (по основанию 10) 
имеем: 


х 3< 1§ — , 


ІВ 


1 


лг<- 


х <.— 
х < — 


1»3 ’ 
0.3010 


0,4771 ’ 

0,63. . 

Решая второе неравенство 3 х > 2, находим: 
1 8 2 


х > 


1&3 ’ 


или х > 0,63. 


Пример 3. 1о^ [ (2х + 5) < — 2. 


з 


Отметим, что неравенство имеет смысл при 2х 4- 5 > 0, или 

5 

при х> — — . Представим правую часть неравенства, т. е. число —2, 

, -2 


как 1о§; , (-л-) , или — 2=1о§,9. Тогда 1о§ , (2х + 5) < 1о§ , 9, 

я' "з "з Т 

но так как при положительном основании, меньшем единицы, мень- 
шему логарифму соответствует большее число, то 

2л; + 5 > 9; х > 2. 


ме 


Пример 4. 1о§ 3 | 3 — 4лс | > 2. 

В данном неравенстве х может принимать любое значение, кро- 

3 

х = — , Тогда, потенцируя, имеем: 


| 3 — 4л: | > З 2 = 
I 3 — 4л; I > 9. 


9, 
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1) Предположим, что 3-4*>0, или х . Тогда 

3 — 4* >9, х< — у. 

2) Если 3 - 4х < О, то | 3 - 4х | = Ах - 3, 

4* — 3 > 9, х>3. 

Итак, неравенство Іо^з I 3 — 4дг | > 2 удовлетворяется значениями 
х > 3 или х < — — . 

Пример 5. Іо§б (х - 3 V х + 1 + З) < 1. 

Это неравенство имеет смысл, если одновременно выполнены 
два условия: 

| *-з]/7+Т + з>о, 

I х + 1 ^ 0, или х ^ — 1, 


Решаем первое неравенство системы: 


х + 3>зУх+ 1 при х :> — і. 

Здесь обе части положительны и возведение в квадрат допустимо; 
(х + 3) 2 > 9 (х + 1), или де 2 — Злг > 0, ■ 
х < 0, х > 3. 


Итак, выражение под знаком логарифма имеет смысл, если — 1 ^3 
и л: > 3. Теперь решим само неравенство. Потенцируем, 

помня, что основание логарифмов больше 1, получаем х — 3 V х + I + 
+ 3 < 6, или 


х — 3<ЗУ х + 1. (1) 

1) При всяком х из промежутка — 1 < х < 0 неравенство (1) 
справедливо, так как левая часть отрицательна, правая часть не- 
отрицательна, и, таким образом, исходное неравенство также спра- 
ведливо. 

2) При *>3 обе части неравенства (1) положительны, можно 
возводить в квадрат, так как смысл неравенства не изменится. 
Имеем (х 3) 2 <9(х + 1). После раскрытия скобок и переноса всех 
членов в левую часть получим х 2 — 15* < 0, откуда 0 < * < 15. 

Поскольку * > 3, то решениями будут значения * из промежутч 
ка 3 < * < 15. Таким образом, решениями первоначального неравен- 
ства являются все точки из промежутков — 1 < х < 0, 3 < * < 15. 

Примерб. 1о^х2 • 1о§ 2x2 • і0{У 2 4* > 1. 

По определению логарифмической функции основания * и 2 я 


должны быть положительными, не равными 1. Итак * > 0, * ф у , 
х ф \. Приведем все логарифмы к одному основанию, равному 2: / 


І08> 2 = 


1од 2 * 


ІО&2* 2 = 


ІО02 2х 1 + 1од 2 * 


(см. тождество Іо^&а • Іо^ой = 1), 
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Исходное неравенство принимает вид 

1 1 


І0§ 2 X 1 + І0^ 2 X 
Полежим 1о§ц* = і. 


(2 + 1од 2 *)> 1. 


1 


I + / 


■ (2+ 0> 1; 


после простых преобразований неравенство примет вид 


-і 2 + 2 
<(<+.!) 


> 0, или 


і 2 ~2 

Щ+ О 


< 0 . 


Решая его, находим: - Ѵ~2 <(< — 1, 0</<}^2. Заменяя 
1о^ 2 х, имеем: 

1) Іо^г 2 12 < 1о§г х < Іо§ 2 у , откуда 2 _1 2 <х< — ; 

2) Іо^г 1 < 1 о §2 х < 1 о §2 2^ 2 , откуда 1 < х < 2^ 2 . 


на 


§ 179. Примеры графического решения уравнений 
и неравенств 

Пример 1. Решить уравнение 4х = 2 х . 

Строим прямую у = 4х и кривую у — 2 х (рис. 114). 
Абсциссы точек пересечения этих линий являются 




корнями данного уравнения. На рисунке видно, что абс- 
циссы точек пересечения этих графиков лг, = 4 и 

Таким образом, данное уравнение имеет два корня. 
В том, что данное уравнение не может иметь больше 
двух корней, можно убедиться из следующих соображе- 
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/ 


ний: график у = 2 х есть вогнутая кривая, а прямая мо- 
жет иметь с такой кривой либо две общие точки, либо 
одну общую точку, либо ни одной. 

Пример 2. Решить уравнение х ■ 2 3 * = 1 . 

Так как при всех действительных значениях х функ- 
ция З ж положительна, то 2 гх > 1 (свойство показательной 



функции при основании, большем единицы, и поло- 
жительном показателе). Перепишем данное уравнение 
в виде 



Так как 2 3 положительно, то х > 0. Логарифмируя обе 

/ 1 ХЗ* Г 

части уравнения х = г у I по основанию — , получаем 

уравнение \од'±х = З х , равносильное данному. 

2 

Строим графики функций 1о§„і х и 3* (рис. 115). 


2 

Абсцисса точки пересечения этих графиков является 
решением данного уравнения. Из рисунка видим, что 

корень уравнения х » 4-. 

О 


Пример 3. 
х + 2 >1. Если 


X + I 


Решить графически неравенство 
= — 1, то левая часть неравенства 


не определена. Если х ф — 1, то \х + 1 1 >0, поэтому дан- 
ное неравенство можно записать так: х + 2\> \х + 1|. 
Строим графики функций у\—\х + 2 и У 2 = \х+\\ 
(рис. 116). Из чертежа видим, что при всех значениях х, 
лежащих правее точки х = — 1,5, ординаты графика у\ 
больше соответствующих ординат графика г/ 2 . 
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Таким образом., У\'>У 2 , если х > — 1,5. Но так как 
хФ—\, то —1,5 < х < — 1 или х > —1. 

Пример 4. Решить неравенство 3 — х > 2 х . 

Строим графики: 1) прямой у\ = 3 — х, 2) показа- 
тельной функции у 2 = 2 х (рис. 117). 

Линии пересекаются в точке х = 1. При любом х < 1 
ордината прямой больше соответствующей ординаты гра- 
фика показательной функции. Следовательно, решением 
неравенства является всякое действительное число х < 1. 


Упражнения 


1. Написать следующие показательные равенства в виде лога- 
рифмических: 1) З 6 = 729; 2) 4 5 = 1024; 3) 10* = 10 000; 4) (1)° = — ; 

5) (-|) 3= 17; 6 ) Ю~ 3 = 0,001. 

2. Написать следующие логарифмические равенства в виде 

показательных: 1) 10^64 = 6; 2) Іо^з 81 = 4; 3) 1од 5 125 = 3; 

4) Іо^ю 100 000 = 5; 5) 1од 10 0,01 = - 2; 6) Іог,— = - 3; 

_ 64 

3 


ч 


7) 1оез-^- = -4. 

3. Найти при основании 2 логарифмы следующих чисел: 
1) 32; 2) -І-; 3)1; 4) /2; 5) 2^2; 6) -І=; 7) ]І4; 8) 

ѵ УТ 

4. Чему равны при основании 10 логарифмы следующих чисел: 

з 5 

1) 10; 2) 1000; 3) 0,1; 4) 0,0001; 5) 10"; 6) УТО; 7) / ІО 2 ; 8) УГІЮ; 
9) 10) 

у ю юуПо 

5. На основании определения логарифма найти неизвестное из 
следующих равенств: 1)х=1о ёз 27; 2)у=1о@; 2 І6; 3)2=10^625; 
4) х= 1о§ 9 27; 5) у = 1о ?5 0,04; 6) и = 1о 8г 0,125; 7) Іо^з х = 2; 

8) 1о§ 5 х = 0; 9) 1о В4 у = -|; 10) 1о 88 г=-2; 11) 1о§ 3 и = 2; 

12) 1о§ , N = - 3. 


При каком основании: 

1) іод 36 = 2; 2) Іод 27 = 1 ; 3) 1од64 = 4; 4) 10^2=- 0,5? 


6. Между какими целыми числами заключаются логарифмы чи- 
сел: 7, 30, 120, 495 при основании 2? 

7. Между какими целыми числами заключаются логарифмы чи- 
сел: 3, 18, 134 и 1782 при основании 10? 
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8. Между какими отрицательными целыми числами заключаются 
логарифмы чисел: 1) 0,07; 2) 0,018; 3) 0,00215 и 4) 0,00005 при осно- 
вании 10? 

9. Между какими отрицательными целыми числами заключаются 

логарифмы чисел 1) 2) я 3) при основании 2? 

5 _ * 

10. Чему равен логарифм У8 при основании: 1) 2; 2) — $ 

3) 4; 4) 16; 5) 64? 2 * 

П. При каком основании У 27 имеет логарифм, равный: 1) 
2 )| ; 3 )— 1 ; 4 )— 1 ? 

12. Составить такую последовательность чисел, чтобы логарифмы 
членов этой последовательности при основании 2 образовали ариф- 
метическую прогрессию 

1 , 2 , 3 10 . 

Какую последовательность образуют эти числа? 

13. Показать в общем виде, что если числа образуют геометри- 

ческую прогрессию с положительными членами, то логарифмы этих 
чисел образуют арифметическую прогрессию. — 

14. Построить на одном чертеже графики функцій»: 1) у=1од,х- 

2) У = \о&(х + 1); 3) у = 1од 2 х + 1. . е ’ 

Указание. Предварительно составить таблицу значений. 

15. Выразить логарифм числа 15 через логарифмы чисел з’ и 5. 

16. Выразить логарифм числа 2 ~ через логарифмы чисел 7 и 3. 

17. Выразить: 1) 1од8 через 1о§ 2; 2) Іое 81 через 1о§3. 

18. ^Выразить: 1) 1о& \ г 5 через 1од5; 2) ІоеІ^ІГ через Іо^2{ 
8) 1о§УІ!7 через ІодЗ. 

19. Логарифмы каких простых чисел надо знать, чтобы найти 
при том же основании логарифмы чисел: 


ё- Ж’ 


20. Найти 1) Іовъ (8 • 128); 2) 1о^ 5 (25^125). 

21. Зная, что Тоею 2 = 0,3010, Іо*,, 3 = 0,4771; Іо*,, 5 = 0,6990, 
наити: 1) 1о Віо 40; 2) 1о 8і0 1,8; 3) 1о е , 0 0,12; 4) 1о &10 0,02. 

22. Прологарифмировать следующие выражения: 


1) х = 3 аЬ; 2) х 
2 а 


3) у = а 3 Ь 2 ; 4) г = 5) х = 3 (а - Ь) 


6 ) у- 


а 2 — Ь 2 


; 7) х = УаЬ\ 8) х- 


_ Гс 


(а + с) 2 


; 9) У- 


1 

а 2 Ьс 3 ’ 


10 ) 


-Г 


аЬ 2 


; И) »-■ 


а 2 У~Ьс 

5 

3 Ѵ{а + ьу 


•1 12 ) 2 = 


/ 4д У аЬ 

У 5 ьѴЫ ] 
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13) у 
15) у 


-ѵ^уі 

-ІѴі 


14) х = 


5 аЬ У аЬ 
Ѵа 2 — Ь 2 


ѴаЬ 

Ь 2 Х^Ьс 


■; 16) 


*=і/^ 

г V 


V 2 У 3 

5 Кб" 


17) У = ^—У; 18) 


л = у т У Ь 2 \ 


19) 2 = 


]/ Ь V о 


"у /г 

20) г/ = |/ а" +1 ѴѴ; 21) х~(Уз/ 2 ; 

22) х=1од а [(а + Ь) Іог ° 1° +й 1] 

23. По логарифму .неизвестного числа найти само число: 

1) од х = Іод 5 - Іод 2 + Іод 3; 2) Іод х = Іод 7 + Іод 5 - Іод 3; 
3) Іод у — 2 Іод 3 + 3 Іод 5; 4) Іод г = 3 Іод 2 — 2 Іод 3 + 1од5; 

5) 1одг/ = і-1одЗ + |-1од5--ііод2; 

6) Іод и = Іод (а + Ь) - [Ібд а + 2 Іод (Ь + с)]; 

7) Іод х = — Іод (а 2 + Ь 2 ) — у [Іод (а + Ь) — Іод (Ь — а)]; 

8) >~ г ~- ^ 1°д а — (3 Іод» + 2 Іод с) 

4 

9) Іод у = у [3 Іод (а — 6) + 2 Іод (а + 6) — 4 Іод а]; 


10) Іодг = ^1ода + -^(1ода + 3 1одс)^- 

~ [Іод Ь -НЗ Іод (с + а) -Іод (6+ 1)]. 

24. Найти: 1) 1д 1000; 2) 1д0,І; 3) 1д0,000І. 

25. Найти характеристики лога'рифмов следующих чисел: 

7; 125; 5832; 109,54; 0,083; 0,00012. 


26. Зная, что 1д32= 1,5051, найти: ІдЗ,2, 1д3200, 1д0,32, 1д0,0032. 

27. Следующие логарифмы с отрицательной характеристикой 
представить в виде’ отрицательных чисел: 

1) 1,1728; 2) 2,5893; 3) 1,0075; 4) 6,9917. 

28. Следующие отрицательные логарифмы представить в искус- 
ственной форме, т. е. с положительной мантиссой: 

оо 7, 0 '- 5618 ’ - 1 ’ 6247 ! 3 ) —2,0019; 4) —3,9904; 5) —0,7328. 

29. Найти по Таблицам логарифмы следующих целых чисел' 
1)3°: 2) 160; 3) 4800; 4) 72 000; 5) 252; 6) 493; 7) 109; 8) 649; 
183; 10) 7845; II) 5848; 12) 2007. 

Найти логарифмы следующих дробей' 

й , ааі,о’ 0 пТ : а 2) о 0 ’ 03; 3) °' 0008; 4 > °' 0002 ; 5) 0,12; 6) 0,019; 7) 0,0031; 
^ 0 ', 0 о 0 ^ ; 9 ,1Л 8: 10) °’ 0542; И) 72,8; 12) 0,632; 13) 30,65; 14) 1,967; 
іо) 16) 0,4343. 

что ^ 375 = 2,5740, найти без таблиц логарифмы чисел: 
1) 37,5; 2) 0,375; 3) 3,75; 4) 0,00375; 5) 3750. 


9) 
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31. Округляя данные пятизначные числа до четырех цифр най« 
ти их логарифмы: 

1) 13407; 2) 32,742; 3) 0,058369; 4) 18396; 5) 0,070418. 

32. Найти числа, соответствующие логарифмам: 

1) 0,8140; 2) 1,6590; 3) 1,6454; 4) 2, 7789; 5) 3,1580; 6) 34 752; 

7) 1,003; 8)_ 3,0463; 9) 2,0032. 

„ 33- Найти логарифмы чисел и произвести над ними указанные 
действия: 

1) 1§ 0,057 + 1 е 0,09; 2) 1 8 3,18 + 1 е о, 25; 3) І е 25,6 — 1^ 18,2; 

4) !§ 0,873 — 1§г 0,543; 5) 1г(2,17) 3 ; 6) 1д(0,3725) 3 ; 7) 1§/Т27; 

8 ) 9 ) 2 Ідг 15,8 + 3 1@г 0,263; 10) 1§ /32/ + 1§ 1^0^0253. 

34. Найти дополнительные логарифмы: 

I) доп. 1 е 18,23; 2) доп. 1 е 0,0532; 3) доп. 1 8 318,6; 

4) д- доп. 1§ 0,326; 5)-у1§ 13,6. 

35. С помощью четырехзначных таблиц логарифмов вычислить: 
1) * = 0,7545 - 2,457; 2) х = 144,6 • 0,0256 • 0,75 3 ; 3) лг - 120,4 ' ’’ 44 - 


л\ 17 ,6 • 2,85 0,0795-15,4 .. А—— 

43,6 - 8,95 ’ ° У 1 , 1 8 2 - 32,7 ’ ® г — Кі7,32; 

7) х = УХоЖ; 8) г/ = — і : 9) х = / 27 ' 32 . 

5 ’ 0,4316 ’ 

К 0,724 

10) * = 1/ Л п) |/Ж. ,21 2 - 37 ’ 26 ѴЖѴ- 

Г 18,3 > У у 9 6 57 ■ Щ г- 2875 К 48,31, 

5 

13) Х=У 0,42 Ко, 0275; 14) у = 0,75* 

15) 


300,1 


, у — ^ у 

3 4 . У " — — 

'■ = V 0,275 • /7Д86; 16) х — 2,5/0,0125 . 

' 4 4 » 


4 3 _ 

/0,0125-/0.25 


17) у= Ѵз,125- |/ 0,75; 18) * = V I - |^0, 


,0814; 


19) х = 


. 1,56 3 • 0.00364 2 


/? 


4,658 г / 0,0457 


; 20) г/ = 2,75 0,6 ; 21) г = 0,463' 


,0,4.5. 


22 ) * = 


1 23) Л = 0,00485°’ 06й ; 24) у = I + 0.4893 0 ' 285 ; 


25) х = у ^ _ 7,83 ^ 4 / и ) (0,089/ 41 -(3.726)- 1 ' 3 
* 4 ЗОО 7 -(43,6) ~ 0 ' 7 
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27) 2 = 


-| / 7,82 2 (3,47)-° л 

Г6.4ГСТ 5 . СО П8П 0 ’ 1 


(6,402) 5 • (0,081 )°’ 5Г 
36. Решить следующие показательные уравнения: 

5 \о, 8 * 54 

4] = 125 ’ 


1 

1) Ѵ2 = 2*; 2) 2 Х ~' = У; 3) 4~ Т = ±; 4) ( 


Ш 


я . 

; 7) 1^16 = /?. 


5) а х ~ 7 = а 7 ~ х ; 6) 9~ 3л: 

37. Решить уравнения: 

1) 13, г* = 8; 2) (0,785) 2ДГ = 3,18; 3) /22Л = 7 х . 

38. Решить уравнения: 

1) 3* +1 +^|=29; 2) ^-7х+12 = 1 . 3) 7 2*_ 6 .7* + 5 = 0 . 

4) 1 = 2 - 5) 1 

' 1^ (4*- 15) А 5-І е х 

6 ) 1 §(* 3 )- 12 


— + • 


1%х 


і + і е * ’ 

5; 7) 1 е уГ 7х + 5 + 1 1 8 (2л: + 7) = 1 + 1 8 4,5; 
ІЖЖ 


8) * 1г * -1 = 100; 9) л; 3 3 -900; 

10) І е (л: — 5) — 1 е (Зл; — 20) = 0,3010; 11) *'«*= 100*; 

12) 1& ^ + •* ) = 13) V х ]ё ^ х =10; 

И) =3: 15) ^ (5* 2 — 14* + 1) = 1§ (4* 2 — 4* — 20). 

39. Решить графически следующие уравнения: 

* ~ у + 4 = 0; 2* + * - 2 = 0. 

40. Вычислить: 

1) 4 ІОЖ.«27. 2) 5^2. діожз 2— 1^ 


41. Вычислить, не пользуясь таблицами, 10 
Решить уравнения: 


4-!еО,375/іО 


42. ^2 / 12 + 3 Уз + 6 


, 2 * 2 - 2*-2 


43. 10 


>е д (* 2 -з*+5) „іое. ю 


45. * 


зіж 2 *— І-Іж* 


44. (* 2 — * — 1 ) 


,* 2 -7*+2 


1. 


'1001^10. 46. 1 В [3 + 21д(1+*)] = 0. 


47 21 8 1 8 * = 1 8 (7-21 ё *)-1 8 5. 

43 • ^ + 2 Іо^з (* - 3) 1о§з (* + 2) = 1о§з (* - 3) + 1ое| (*+2] 

2 


338 



2 2 , 

■д-Х -д+Л 

(!Т- 

49. 

V >*. і/„ь 

• ~У/ т 2 ; т> 0 

50. 

2 1ог х <л г -6л+9) _ д 2 ІОЗ^ Ѵх ■ 

-1 

51. 

25 Ѵх - 124-5 /х = 125. 52. 

1ое 2 л - 9 Іод 8 л = 

53. 

І88 + 2 1 г 4=1д2 3 * 2-2х+1 - 

-І е 12 + 21 8 УТ. 


54. 


х-у 

Ѵх + !/ = - 


х-1 


2_ 
з • 


— ~і Г 3 - 2 У = 576; 

2^3 55. . . . , 

, , ч „ ц -ѵ I ^ ѵ -(у-х) = 4. 

(л + у) ■ 2 У х = 48. Ѵ2 ' 

56. Іо^ 5 Ѵ1Г — 1,25 = (іо^ Кб") 2 . 57. - (“^-) 

% ^ 3 х~"Т 

Б8. / 1^^Т_ Ѵ^3 = 0 . 59 . 

\4/ К 3 16‘ 

х—і 

66. 0,2* г ~ 16х+37 - 5 =5 Уд 61 ѴоХ 2 -7х+12 = ( 9 х-5\Х-5 

62. 4 х + 6 х -2- 9 Х = 0. ■ ^ . 

взг, г(/ ' + ^+]/Й-і->гЗ-і в 2. 

64. 1е 2 (100^2+ 1 & 2 (Юлг> + л: = 14. 

65. 4\ ё 2 Ѵах = '\ ё ах(а >0). 66. л: + 1 е (I + 2 х ) = л І е 5+ 1 8 6. 

67. Іо вхѴТ + 1о ёх (5л:) - 2,25 = (іо^* / 5 ) 2 . 

68. V л’ 8 Ух = , 0 6д ^-1 х = 2 + 1 е х~ К 

70. 3 х +1 + 2 • З 2 “■* — 29 = 0. 

71. 3 + 1о^(- ^~ 2 6+1 ) = 2^ 


С іо в.2 


і°г з 


= 27*. 


72. іб‘^=8л:. 73. 9 _„, л 

74 . (. е ^-зі К л + . 3. 75> Іо^д. ( 2 • х х ~ 2 — і) = 2х — 4. 

76. 3 І+1 г с( ел_зГ8(ел+і +8 = а 

Ш -2 ІОХгХ 

+ х 1од 2 0,125 = 4. 

78. 0^Г) ІОЗ * ( * Ч2) = 9 1о ёз У27. 

79. х 2х - (х 2 + л) • л* + л 3 = 0. 

80. Решить неравенства: 

1) 1о§, (2л + 5) < — 2; 
з" 

2) 1о &2 (Зл + 2) - 1о ё2 (1 - 2л) > 2; 

3) 1о ез (Зл + 4) — 1о &3 (2л — 1)> 1; 

4) Іо^з | 3 — 4л | > 2; 

5) іод^ | 2л - 3 | > - 3; 

. И 
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6) 1од 2 ( х — 2\— 1)> І; 



8) 1о|* 3 (х — 1) + 1од 3 (2 — Зх) > 2. 


81. Решить графически уравнения (при построении графиков 
воспользоваться таблицами значений функций: е х , е~ х , зіп х и созх, 
приведенными в конце книги): 


1) е х = 2 — х; 2) х 2 = е~ х +1; 3) 0,5 + х + зіп х = 0; 

4) 2 соз х + у = 0; 5) 1 + х + у = 0. 

82. Решить графически неравенства: 

1) е х >3 — х, 2) е~ х + 1 <х ; 

8) І в (х-2)>4-х; 

Ох 

4) 1дзіпх> 2 (0<х<я). 

я 


83. Решить системы: 



ЗІоёв * „ У_ 

84. Решить неравенства: 



. х + 3 

2) І0 8.ѵ^— у> 1- 


ГЛАВА XIV 

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ЛИНЕЙКА 

Введение. Наиболее распространенным среди ин'же- 
' неров и техников счетным прибором является логариф- 
мическая линейка. 

Логарифмическая линейка позволяет производить 
разнообразные операции: умножение, деление, возведе- 
ние в степень, извлечение корня, логарифмирование и 
потенцирование, отыскание значений тригонометриче- 
ских функций заданных углов и обратно. При этом зна- 
чительно экономятся труд и время вычислителя. Но .ре- 
зультаты всех действий на линейке получаются прибли- 
женными с точностью до трех значащих цифр. 

§ 180. Части логарифмической линейки 
и названия шкал 

Логарифмическая линейка состоит из трех частей: 

1) самой линейки (корпуса линейки) с нанесенными 
на ней шкалами; 

2) движка — подвижной части, — скользящего в же- 
лобке корпуса линейки; 

3) бегунка, состоящего из вделанного в металличе- 
скую рамку стеклышка. Посредине стеклышка нанесена 
тонкая визирная линия (визир). 

На лицевой стороне линейки и движка находятся 
следующие шкалы (рис. 118): 

1) Шкала кубов (помечена буквой С) — самая 
верхняя. 

2) Шкала квадратов (помечена буквой 
В) вторая сверху; она один раз изображена на 
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самой линейке (шкала В)\ другой раз — на движке 
(шкала Ві). 

3) Основная шкала (помечена буквой А) — вто- 
рая снизу; она, как и шкала квадратов, нанесена и на 
линейке (шкала Л), и на движке (шкала Лі). 

4) Шкала логарифмов (помечена буквой П)— . 
самая нижняя шкала. 



Основные шкалы на линейке и на движке, если 
движок не выдвинут влево или вправо, совпадают 

Шкала синусов , 

Шкала синусов ' 
и тангенсов 

Шпала тангенсов 

Рис. 119. 

друг с другом всеми своими делениями. То же самое 
можно сказать и про шкалы квадратов на линейке и на 
движке. 

На оборотной стороне движка, помимо того, имеются 
следующие шкалы (рис. 119): 

1) Шкала синусов (помечена буквой 5) — верх- 
няя шкала. 

2) Шкала синусов и тангенсов (помечена 
буквами 5 и Т) — средняя шкала. 

3) Шкала тангенсов (помечена буквой Т ) — ■ 
нижняя шкала. 

§ 181. Логарифмическая шкала 

Прежде чем приступить к изучению действий, про- 
изводимых на линейке, надо ознакомиться с тем, как 
построена логарифмическая шкала, составляющая осно- 
ву линейки. 


5 

$ т 
т 



’ягшггпшга за 1 -ѵм^ѵл^ 
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Возьмем функцию у = Ідх. Если аргумент ( х ) изме- 
няется от х = 1 до х = 10, то логарифм (у) изменяется 
от 0 до I, так как 1§ 1 = 0; 1д 10 = 1. 

Примем условно отрезок длиной в 250 мм за единицу 
и разделим его пропорционально логарифмам целых чи- 
сел от 1 до 10. 

Предварительно составим следующую таблицу: 


у = іе х 


0,0000 

0,3010 

0,4771 

0,6021 

0,6990 


250 І8 х {мм) 


0,00 

75,3 

119,3 

150,5 

174,7 


6 

7 

8 
9 

10 


»= іе * 


0,7782 

0,8451 

0,9031 

0,9542 

1,0000 


250 1§ х {мм) 


194.6 
211,3 
225,8 

238.6 
250,0 


Ьа основании этой таблицы строим шкалу функции 
У = 1§х. 

На произвольной прямой выбираем начальную точ- 
ку О. Против нее ставим пометку 1, так как начальное 
значение х равно 1. Затем откладываем от точки О 
вправо последовательно отрезки, по длине равные 
/5,3 мм, 119,3 мм, 150,5 мм, ..., 250 мм; концы их по- 
мечаем соответствующими числами 2, 3, 4, .... 10. 

Получилась логарифмическая шкала, на которой 
нанесены пока только крупные деления, или деления 
первого разряда. На рис. 120 эта шкала изображена в 

' ? 4 5 6 7 8 Э 10 

' ' 1 1 -я 1 1 1 1 — I 

Рис. 120. 

уменьшенном масштабе. Для уточнения шкалы надо ин- 
тервал между каждыми двумя смежными крупными де- 
лениями разделить на 10 частей пропорционально лога- 
рифмам промежуточных чисел. Например, для получе- 
ния на шкале пометки 1,5 надо отложить от начала 
отрезок, равный 250 мм- 1д 1,5 « 250 -0,176 « 44 (мм). 
Подобным образом можно нанести на шкалу помет- 
ки 1,6; 1,7 и т. д.; это будут деления второго разряда, 
соответствующие десятым долям единицы. 
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Итак, пометки на логарифмической шкале: 1, 2, 3, 
4, 10 выражают собою числа, а отрезки 1 — 2, т. е. 

от пометки 1 до пометки 2, 1—3, 1—4, 1 — 10 выра- 

жают соответственно логарифмы этих чисел, точнее 
числа, пропорциональные логарифмам, где коэффициент 
пропорциональности есть масштаб; в данном случае 
масштаб М = 250 мм. 

Шкала получилась неравномерная, так как лога- 
рифмы чисел не пропорциональны самим числам. 

Логарифмическая шкала с масштабом 250 мм назы- 
вается нормальной. 

§ 182. Свойства логарифмической шкалы 

Одно из важнейших свойств логарифмической шкалы 
заключается в том, что она периодична. 

Поясним это. Если бы логарифмическую шкалу 
1, ..., 10 продолжить вправо для чисел 10, 20, 30, ... 
..., 100, то пришлось бы от начала шкалы (от помет- 
ки 1) отложить вправо отрезки, равные^ точнее пропор- 
циональные, соответственно 1^20, 1 ^ 30, 1^40, ..., 1^100. 
Но 1^ 20 = 1 +1^2, !§■ 30 = 1 +1^3 и т. д. Отсюда вид- 
но, что построение дополнительной шкалы свелось бы 
к тому, что к первоначальной шкале, длина которой 
равна масштабу, пристраивалась бы снова такая же 
шкала. Точно, так же снова повторилась бы шкала и для 
чисел от 100 до 1000 и т. д. 

То же самое можно заключить и о шкале для чисел, 
расположенных слева от 1, например для чисел: 0,1; 
0,2; 0,3; ...; 1; изображенная на рис. 119 шкала ока- 
залась бы смещенной влево на всю ее длину (250 мм). 

Этого и следовало ожидать, исходя из свойств деся- 
тичных логарифмов: логарифмы чисел 0,02; 0,2; 2; 20; 
200; 2000 и т. д. имеют одинаковые мантиссы; отли- 
чаются они лишь характеристиками. Производя те или 
иные операции на линейке, мы в сущности оперируем 
с мантиссами, поэтому нам достаточно иметь под ру- 
ками логарифмическую шкалу от 1 до 10. Роль харак- 
теристик при вычислениях с помощью линейки играют 
порядки, которые подсчитываются без линейки и позво- 
ляют найти искомый результат. 

Таким образом, свойство периодичности позволяет 
заменить бесконечную шкалу одним ее отрезком, напри- 
мер от 1 до 10. 
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§ 183. О делениях на основной шкале 


На основной логарифмической шкале деления нане- 
сены от 1 до 2 через 0,01: 

1,01; 1,02; 1,03; 1,04; 1,05 и т. д.; 

от 2 до 4 через 0,02; 

2,02; 2,04; 2,06 и т. д.; 
от 4 до 10 через 0,05: 

4,05; 4,10; 4,15 и т. д. 

Принято говорить, что «цена» мелкого деления на 
участке от 1 до 2 равна 0,01, «цена» мелкого деления на 

равнаго 05 ^ Д ° ^ Р авна 0,02, а на участке от 5 до 10 

§ 184. Установка и чтение чисел на основной шкале 

Прежде чем приступить к изучению различного рода 
действии, производимых на логарифмической линейке 
необходимо научиться делать установку чисел с помо- 
щью визира и прочитывать чис- 
ла, стоящие под наведенной ви- 
зирной линией. 

При этом следует помнить, 
что на линейке нормального типа 
можно поставить или прочитать 
три (редко четыре) последова- 
тельные значащие цифры числа. 

Когда требуется поставить на 
линейке число с большим количеством цифр, его прихо- 
дится предварительно округлять. 

При установке уже округленного числа на линейке 
не принимаются во внимание нули, стоящие до первой 
значащей цифры, и все нули, стоящие в конце числа 
Например, установка чисел 238; 0,238; 238 000; 0,000238 
на линейке будет одна и та же. Каждое из этих чисел 
читаем на линейке так: 2—3—8. 

Рис 121 показывает, как нужно ставить на линейке 
число 2 — 3 — 8. 

^Первая цифра 2 соответствует числу крупных деле- 
нии, вторая цифра 3 — числу делений второго разряда 
третья цифра 8 — числу мелких делений, т. е. делений 



Рис. 121. 
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третьего разряда, их взято 4, так как в данном проме- 
жутке цена одного мелкого деления равна двум едини- 
цам третьего разряда. 

На рис. 122 показана установка числа 4 — 0—5. Нуль 
отражает отсутствие единиц второго разряда. 

Обратно, если нужно прочесть число, стоящее под 
наведенной визирной линией, то называют ближайшую 
слева цифру первого разряда, потом ближайшую слева 

цифру второго разряда 
и цифру третьего разря- 
да, которую в большин- 
стве случаев приходится 
прочитывать на глаз. 
Рис. 123 изображает под 
визирной линией число 
3—6—5. 



Рис - 122 - Рис - 123 - ' Напомним, что до тех 

пор, пока визирная ли- 
ния не вышла за пределы, например, промежутка 1 — 2, 
все отсчеты будут начинаться с цифры 1. Аналогично 
обстоит дело с делениями второго разряда. 

Точно так же устанавливаются и прочитываются 
числа на соприкасающейся шкале движка, которую ко- 
ротко будем называть шкалой А\. 


§ 185. Умножение на линейке 

Умножение чисел на логарифмической линейке осно- 
вано на графическом сложении логарифмов этих чисел, 
так как 

\%а + \%Ь. 

Рассмотрим два случая. 

1. Пусть требуется умножить 2 на 3. Наводим визир- 
ную линию на отсчет 2 на основной шкале А. Под 
визирную линию подводим единицу — начало шкалы А,. 
Берем визиром отсчет 3 на шкале А\ и под ним прочи- 
тываем на шкале А произведение 6. 

Схематически это умножение изображено на рис. 124. 

2. Пусть надо умножить 8 на 5. Наводим визирную 
линию на отсчет 8 шкалы А. Если подведем под визир- 
ную линию начало шкалы А і, то отсчет 5 на шкале 
движка А\ окажется за пределами шкалы А. Это и 
понятно, потому что при сложении мантисс логариф- 

346 


мов 8 и 5 получится число, большее 1: 1д8 + Ід5 = 
0,903 + 0,699 = 1,602. Измерим циркулем, насколько 
выступает пометка 5 на шкале А\ за пределы основной 
шкалы А , и отложим 
этот отрезок на основ- 
ной шкале А от 'ее на- 
чала. Против конца 
этого отрезка стрит на 
шкале А пометка 4. 

Этот отсчет следует в 
10 раз увеличить, так 


С 


Рис. 124. 


как число, соответствующее логарифму 1,602, должно 
иметь в целой части две цифры. 

Тот же самый результат проще получится так: вме- 
сто начальной единицы движка подводи-м конец движ- 
ка под отсчет 8, взятый по шкале А, Под отсчетом 5 
шкалы движка можно прочесть на шкале А резуль- 
тат 40. Схематически это 
умножение изображено 
на рис. 125. 

Приведенные выше 
два примера имели своей 
целью пояснить принцип 
умножения чисел на ло- 
гарифмической линейке. 


1 



' 

—г 

1 

^1 



Рис. 125. 


Более сложный случай умножения, когда результат 
не может быть получен в уме: 

0,0215-32,2. 

Как видно из рис. 126, результат равен 6 — 9 — 2. Возни- 
кает вопрос, где поставить десятичную запятую. Можно 

з-2-г 



2-1-5 


Рис. 126. 


6-9-2 


произвести грубую оценку полученного результата, 
округлив данные до одной значащей цифры: 


Итак, 


0,02 • 30 = 0,60. 
0,0215-32,2 = 0,692. 
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Ясно, что первая цифра результата означает деся- 
тые доли. На первых порах рекомендуется именно таким 
образом делать грубую «прикидку» ожидаемого резуль- 
тата. 

В случаях, когда приходится находить произведение 
большего числа сомножителей или производить еще и 
другие действия помимо умножения, возникает потреб- 
ность в другом правиле оценки значимости в результате 
первой цифры, т. е. оценки того, представляет ли пер- 
вая значащая цифра сотни, десятки или, быть может, 
тысячные доли и т. д. Введем понятие порядка числа. 

§ 186. О порядке чисел 

Условимся в дальнейшем говорить, что, например, 

1) число 183,4 имеет порядок +3; 

2) число 34,87 имеет порядок +2; 

3) число 8,53 имеет порядок +1; 

4) число 0,784 имеет порядок 0; 

5) число 0,0215 имеет порядок — 1; 

6) число 0,00012 имеет порядок — 3 и т. д. 

Таким образом, порядок всякого положительного 
числа, большего единицы, характеризуется количестврм 
цифр в целой части, взятым со знаком плюс. 

Количество нулей между нулем целых и первой зна- 
чащей цифрой числа, взятое со знаком минус, прини- 
мается за порядок всякого положительного числа, мень- 
шего единицы. 

Примечание. Понятие «порядок числа N» и по- 
нятие «характеристика логарифма числа Л3> — не одно 
и то же. Например, порядок числа 48,7 есть число 2, 
а характеристика 1^48,7 равна 1, т. е. порядок числа 
на 1 больше характеристики логарифма того же числа. 

§ 187. Подсчет порядка 

Если при умножении двух чисел движок переме- 
щается вправо, то порядок результата равен сумме по- 
рядков сомножителей минус единица. Если же движок 
перемещается влево, то порядок произведения равен 
сумме порядков сомножителей. 

Если порядок 'множимого т, а порядок множите- 
ля п, то порядок произведения подсчитывается по та- 
кой схеме: 
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Перемещение движка при умножении 

вправо 

в іево 

Порядок произведения 

т + п — 1 

т + п 


Пример 1. 3,2 -2,5 = 8,00, 

1 + 1 — 1 = 1 . 

Движок перемещается вправо', что отмечено стрел- 
кой, поэтому порядок произведения равен сумме поряд- 
ков сомножителей минус 1. 

Пример 2. 45^8,2 = 369, 

2+1=3. 

Движок перемещается влево, что отмечено стрелкой, 
поэтому порядок произведения равен сумме порядков 
сомножителей. 

Если требуется выполнить умножение нескольких 
чисел, то рекомендуется фиксировать перемещение 
движка при каждом умножении постановкой стрелки, 
направленной в сторону перемещения движка. 

ПримерЗ. 0,0075Ч^Т,ЗД50 = 20,3, 

— 2 + 1 + 1 + 3 — 1 = 2 . 

При умножении движок перемещался дважды влево 
и один раз вправо, поэтому порядок результата равен 
сумме порядков сомножителей без одной единицы. 

Примечание. Заметим, что если произведение 
первых значащих цифр равно 10 или больше 10, то дви- 
жок наверняка будет перемещаться влево. Например: 
4,8-0,327; 54,8-2,1 и т. д. 

§ 188. Деление 

Так как логарифм частного равен логарифму дели- 
мого минус логарифм делителя, то на линейке деление 
сводится к графическому вычитанию логарифмов. 

Пример 1. 6:3 = 2. 

Установка. Делимое (6) ставим визиром на 
шкале А. Передвигаем движок так, чтобы делитель (3) 
на нем оказался под визирной линией. 
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Против начала шкалы движка на шкале А прочи- 
тываем результат (2). Схематически это деление пока- 
зано на рис. 127. 

Пример 2. 40 : 5 = 8. 

Ставим отсчет 4 — 0 визиром на шкале А. Под него 
подводим отсчет 5, взятый на шкале движка. Против 


4 . , 


Рис. 127. 


пометки 10 (или 1) на конце шкалы А\ прочитываем 
на шкале А результат 8. Схематически это деление по- 
казано на рис. 128. 




Г 

и і і і і 

»-Ю 

1 1 1 1 1 



т 1 1 

! 

ГТТ*П I 

_іЫ 


Рис. 128. 


Подсчет порядка частного, если порядок делимого т, 
а порядок делителя п, ведется по следующей схеме: 


Перемещение движка при делении 

влево 

Порядок частного 

т — п 


вправо 


т — п + 1 


Примеры. 8,75 : 0,0025 = 3500; 4,7 : 0,065 — 72,3; 

1 — ( — 2) +1=4; 1 _(_!) = 2. 

Примечание. Если первая цифра делимого боль- 
ше первой цифры делителя, то движок перемещается 
вправо и в этом случае при подсчете порядка прибав- 
ляется единица. 

Пример. 0,0842 : 42,1 = 0,002; 

— 1— 2 + 1 = — 2 . 
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§ 189. Примеры с умножением и делением 


п , 0,215 ■ 17,5 

Пример 1. — Ч ^ -=>98 

0, 019 Л, 

Стрелки указывают последовательность действий: 
сначала деление, затем умножение. 

В этом примере и деление, и умножение были вы- 
полнены одной установкой движка, поэтому порядок ре- 
зультата равен сумме порядков сомножителей числителя 
минус порядок знаменателя. В нашем примере имеем: 

(0,21570,019)^17,5. 

Подсчет порядка: 

[О — (— 1) -4- 1 ] -Ь 2 — 


Пример 2. 


а\г-ѴА2 
- Л -' > - 

о.о т 


І-Ѵ80. 


Выполнив деление 54,2:0,0154, получаем результат 
против начальной единицы движка (не прочитываем). 
Произвести умножение полученного результата на 0,42 
не удается, так как пометка 4 — 2 на движке оказывается 
вне пределов основной шкалы А. В данном случае тре- 
буется «перекидка» движка, т. е. вместо начальной еди- 
ницы движка нужно поставить конечную единицу движ- 
ка. Порядок в таком случае равен порядку числителя 
минус порядок знаменателя плюс единица, так как при 
втором действии (умножении) движок перемещался 
влево. 


Пример 3. 


0,486-0,007-26,4 
— \ / Ч / -= 0,29 
0,124 2,5 


{[ (0,486 : 0, 1 24) • 0,007] : 2,5} • 26,4. 

В процессе выполнения действий пришлось делать 
одну перекидку движка влево; следовательно, порядок 
окончательного результата равен порядку числителя ми- 
нус порядок знаменателя плюс единица: 

0 + (— 2 ) + 2 -( 0 + 1 ) + 1 = 0 , 
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§ 190. О делениях на шкале квадратов 

г 

Шкала квадратов состоит из двух равных по длине 
й совершенно одинаковых, следующих одна за другой, 
шкал: левая половина и правая половина. Каждая из 
них имеет масштаб 125 мм. 

Правая половина 'начинается от указанной средней 
пометки 1 (иногда 10) и оканчивается пометкой 1 
(иногда 100) на конце шкалы квадратов. 

На каждой из этих шкал имеются деления трех раз- 
рядов. 

1. Крупные деления — они отмечены цифрами 1, 2, 
3, ..., 1. (Иногда на правой половине эти деления по- 
мечены числами 10, 20, 30, . . , 100.) Эти деления со- 
ответствуют первой значащей цифре трехзначного числа. 

2. Промежутки между делениями, отмеченные циф- 

рами, разделены на 10 частей, причем эти новые деления 
на участке 1 — 5 выступают несколько выше (на движке) 
и ниже (на самой линейке) горизонтальных полосок. На 
участке 5 1 (10) эти деления, кроме пятого, не высту- 

пают за полоски. Указанные новые деления соответ- 
ствуют второй значащей цифре трехзначного числа. 

3. Промежутки между последними делениями разби- 
ваются где на пять частей (между 1 и 2), где на две 
части (между 2 и 5), а где вовсе не разбиваются 
(между 5 и 1 ) . Цена деления на шкале квадратов от 1 
до 2 равна- 0,02, от 2 до 5 равна 0,05 и от 5 до 10 
равна 0,1. 

Таким образом на этой шкале третью значащую 
цифру чаще всего приходится и устанавливать, и читать 
на глаз. 

§ 191. Умножение и деление на шкале квадратов 

Умножение и деление чисел можно производить 
также и на шкале квадратов. Принцип установок 
остается^ тот же, что и при вычислениях с помощью 
основной шкалы, только результаты получаются, вообще 
говоря, менее точными. 

Следует различать два случая подсчета порядка при 
умножении на шкале квадратов. Если произведение двух 
сомножителей находится не на той же подшкале, на 
которой взят первый сомножитель, то порядок его ра- 
вен сумме порядков обоих сомножителей. Если же про- 
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изведение оказывается на той же подшкал на которой 
взят и первый сомножитель, то порядок произведения 
равен сумме порядков сомножителей минус единица. 

Примеры. 1) 2,4*0,0075 = 0,018. Подсчет порядка 
результата: 1 + (— 2) = — 1. 

2) 0,0018*0,0345 = 0,0000621. Подсчет порядка ре- 
зультата: — 2 + ( — 1) — 1 - — 4. ' 

Также имеем два случая подсчета порядка при де- 
лении на шкале квадратов. 

Если частное находится справа от делимого, то по- 
рядок частного равен разности порядков делимого и 
делителя. Если же частное находится слева от делимого, 
то порядок его равен разности порядков делимого и де- 
лителя плюс единица. 

Примеры. 1) 450:0,06 = 7500. Подсчет порядка 
результата: 3 — ( — 1) = 4. 

1 4 : 0.0015. Подсчет порядка результата? 


§ 192. Возведение чисел в квадрат 

ц Пусть против пометки а на основной шкале А ли- 
нейки находится пометка Ь на шкале квадратов В 
(рис. 129). Это означает, что отрезок от 1 до а равен 


1 , 

ь 

Шпала квадратов (В) 

1 

1 

2 _ 

Основная шкала (А) 


Рис. 129. 

отрезку от 1 до Ь. Но отрезок от 1 до а равен 
250 1§а мм, так как масштаб основной шкалы линейки 
равен 250 мм. Отрезок от 1 до Ь на шкале квадратов 
равен 125 1 §Ь мм, так как масштаб шкалы квадратов 
равен 125 мм, как было сказано раньше. 

На основании равенства отрезков от 1 до а и от 1 
до Ь имеем: 

250 1§ а = 125 1д Ь, 

или 


или 

откуда 


2 1§ а = \§Ь, 
1§й 2 = 1 §Ь, 
а 2 = Ь. 


12 Р. А, Калнин 
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Таким образом, против любого отсчета на основной 
шкале А на шкале квадратов В находится квадрат 
этого числа. 

Замечание. Движок при возведении чисел в квад- 
рат не участвует. 

, Установка при возведении чисел 
в квадрат 

1. На основной шкале отмечаем визиром бегунка воз- 
водимое в квадрат число. 

2. На шкале квадратов под визиром читаем квадрат 
данного числа. 

Порядок квадрата данного числа определяется так: 

а) если квадрат данного числа находится на правой 
половине шкалы квадратов, то порядок результата ра- 
вен 2т, где т — порядок основания; 

^б) если квадрат данного числа прочитывается на ле- 
вой половине шкалы квадратов, то порядок его равен 
2т — 1: р 


Порядок 
возводимого 
в квадрат 
числа 

Порядок квадрата, если он 
находится 

на левой 
половине 

на правой 
половине 

т 

2т — 1 

2 т 


Примеры. 1) 200 2 = 40 000. Подсчет порядка 
3 • 2 - 1 = 5. 

2) 0,00855 2 « 0,000073. Подсчет порядка 

(-2) -2 = -4. 

3) 0,0295 2 ~ 0,00087. 

4) 0,604 2 ~ 0,365. 

5) 1,08 2 ~ 1,17. 

§ 193. Извлечение квадратного корня из чисел 

Прежде чем приступить к самому извлечению квад- 
ратного корня на линейке, делим подкоренное число на 
грани по две цифры в каждой, начиная от запятой как 
влево, так и вправо. Если последняя грань справа от 
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запятой окажется неполной, то приписываем к ней нуль. 
Первая слева грань может оказаться и неполной. 

В случае правильной десятичной дроби первой 
гранью слева будем считать грань, следующую за чи- 
сто нулевыми гранями; она может начинаться с нуля и 
тогда считается неполной. 

Например, у дроби 0,00268 первая слева грань 26 
полная, а у дроби 0,000169 первая слева грань 01 не- 
полная. 

Нули, стоящие до значащих цифр в десятичной 
дроби, при установке на линейке в расчет, как уже 
было сказано, не принимаются. Они учитываются при 
определении места запятой в ответе, т. е. в корне. 

Замечание. Движок при извлечении квадратного 
корня из чисел, так же как и при возведении в квадпат, 
не участвует. 

Установка при извлечении 
квадратного корня из чисел 

1. На шкале квадратов отмечаем визиром бегунка 
первые три значащие цифры (округленно) подкорен- 
ного числа, причем, если первая слева грань полная, 
эту установку бегунка делаем на правой половине; если 
же первая грань неполная, установку делаем на левой 
половине. 

2. На основной шкале читаем цифры искомого кор- 
ня: этот корень отмечен тем же визиром бегунка. 

Схематически установка на линейке при извлечении 
корня квадратного из чисел запишется так: 


Первая слева грань 

Половина шкалы 
квадратов, на которой 
.производится установка 
подкоренного числа 

Неполная 

189, 0,0235, 0,00024, 

Левая 

Полная 

0,0012, 0,45, 0,4 

Правая 


Для установки подкоренного числа на линейке це- 
лесообразно, пользуясь таблицей умножения, определить 
первую цифру корня, т. е. извлечь корень из первой 
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грани подкоренного числа, и записать ее на свое место 
в корне; эта цифра позволит контролировать правиль- 
ность установки на линейке. 

Определение числа цифр в целой части или места 
запятой в правильной десятичной дроби у искомого 
квадратного корня производится по следующему пра- 
вилу: 

Для чисел, больших единицы, число цифр в целой 
части корня равно числу граней ( полных и неполных) 
в целой части подкоренного числа-, для чисел, меньших 
единицы, число нулей после запятой равно числу чисто 
нулевых граней в подкоренном числе. 

Примеры. 

= 70; 1/7^5=8,52; 

V 7', 25 = 2,69; У’О',00'00'35'5' = 0,00596; 

/О'ДО'ОІ'бЭ = 0,013; ѴО',00'26'8 = 0,052. 


§ 194. Возведение чисел в куб 

Здесь используется шкала кубов (шкала С). 

Шкала кубов разбита на три совершенно одинако- 
вые подшкалы (левая, средняя и правая), которые 
следуют друг за другом. Деления на каждой из этих 
подшкал такого же характера, как и на подшкалах 
квадратов, только они соответственно меньше, так как 

масштаб шкалы кубов равен мм. 

О 

Замечание. Движок при возведении чисел в куб 
не участвует. 


Установка при возведении чисел в куб 

1. На основной шкале отмечаем визиром бегунка 
возводимое в куб число. 

2. На шкале кубов читаем куб данного числа; он от- 
мечен тем же визиром. 

Порядок куба числа в зависимости от того, на какой 
из трех подшкал шкалы кубов он читается, определяется 
по следующей схеме: 
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ѵ 


Порядок 
возводимого 
в куб числа 

Порядок куба числа, если он находится 

на левой 
подшкале 

на средней 
под шкале 

на правой 
подшкале 

т 

3 т — 2 

3 т — 1 

3 т 


Примеры. 1) 20 1 * 3 = 8000. Подсчет порядка: 2-3 — 
2 = 4. 

2 ) 0, 003 3 = 0,000000027. Подсчет порядка: — 2-3 — 
г-1 = —7. 

3) 50 3 = 125 000. Подсчет порядка: 2-3 = 6. 

4 ) 0, 1 23 3 = 0,00966. Подсчет порядка: 0-3 — 2 = — 2. 

§ 195. Извлечение кубического корня из чисел 

Для установки подкоренного числа на линейке делим 
его на грани по три цифры в каждой, начиная от запя- 
той вправо и влево. Если последняя грань справа от за- 
пятой окажется неполной, нужно приписать к ней один 
или два нуля, чтобы грань стала полной. Первая слева 
грань может оказаться и неполной, т. е. содержать одну 
или две цифры. Следует заметить, что в случае правиль- 
ной десятичной дроби первой гранью слева считается 
грань, следующая за чисто нулевыми гранями. Эта грань 
может начинаться с одного или двух нулей, и тогда она 
также считается неполной; таким образом, нули впе- 
реди не считаются за знаки. 

Прежде чем приступить к установке на линейке под- 
коренного числа, надо выяснить, полная ли первая слева 
грань или неполная, и если неполная, то содержит ли 
она одну цифру или две. 

Замечание. Движок при извлечении кубического 
корня из чисел не участвует. 

Установка при извлечении 
кубического корня из чисел 

1. В соответствии с тем, сколько цифр в первой слева 

грани подкоренного числа, установка этого числа визи- 

ром на шкале кубов делается по следующей схеме: 
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Число цифр 
в первой слева грани 

одна 

две 

три 

Подшкала шкалы 
кубов, на которой 
делается установка 

левая 

средняя 

правая 

Примеры 

Іоо 

1^27 


]/ 1728 

У 42'300 

]/ ібб'ооо 

V 0',005 

Ѵ0',012 

]/0',125 

.•V 



V 0',000'002 

V 0',000'095 

/О', 000425 


2. Искомое число, т. е. кубический корень, читается 
на основной шкале, где оно отмечено тем же визиром. 

Определение числа. цифр в левой части искомого ку- 
бического корня, а также определение места запятой 
в нем, если он представляет собой правильную десятич- 
ную дробь, производится по следующему правилу: 

Для чисел , больших единицы, число цифр в целой 
части корня кубического равно числу граней в целой ча- 
сти подкоренного числа-, 

для правильных десятичных дробей число нулей по- 
сле запятой в корне кубическом равно числу чисто ну - 
левых^рраней в подкоренном числе. 

Примеры. 

. 1^8000 = 20; 1/^008 = 0,2, 

^0',000'027 = 0,03; ^0^36 = 0,33; 
1^125'000'000 = 500; ^7 = 0,888- 

§ 196. Простейшие комбиниррванные действия 

При различного рода вычислениях приходится неред- 
ко встречаться с выражениями, содержащими несколько 
действий. Тогда целесообразно делать на линейке уста- 
новки, которые скорее приводят к цели. 

Разберем несколько примеров. 
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Пример 1 . Вычислить 3,5 2 • 720. 

Здесь установка такова; отмечаем визиром бегунка 
на основной шкале 3,5. Умножение на 720 производим 
уже на шкале квадратов, подводя конечную единицу 
движка под визирную линию, т. е. совмещая ее с квад- 
ратом числа 3,5. Далее, на шкале квадратов находим 
ответ: 8800 (против числа 720 на шкале квадратов 
движка). 

Пример 2. Вычислить - ’д 0| ^ - . 

2,3 устанавливаем на основной шкале, и далее все 
вычисление ведется на шкале квадратов. Ответ: 237. 

Пример 3. Вычислить -- 3,83 ' °' 48 - . 

25,6 

Вычисление ведется следующим образом. Отмечаем 
визиром бегунка на левой подшкале шкалы квадратов 
число 3,85 и подводим под этот визир число 25,6, взятое 
на основной шкале движка. После этого на основной 
шкале движка визиром фиксируем число 48.- Тот же ви- 
зир на основной шкале самой линейки отмечает искомый 
ответ: 0,0368. 

Пример 4. Вычислить . 

Начинается вычисление с установки корня кубиче- 
ского из 44,4. Спустившись затем по визиру на основную 
шкалу, на ней и заканчиваем вычисление по аналогии 
с примером 3. Ответ: 7,40. 

Пример 5. Вычислить ( 108 3 ^ 208 ) 3 . 

^Вычисление выражения в скобках ведется на основ- 
ной шкале, а ответ читаем на шкале кубов. Он там от- 
мечен визиром в его последнем положении при вычисле- 
нии скобок. Ответ: 388. 

Пример 6. Вычислить т йТожн * 

Ясно, что все вычисления под корнем целесообразно 
вести на шкале квадратов, чтобы окончательный ответ 
прочесть на основной шкале под визиром в его послед- 
нем положении. Ответ: 0,803. 

Пример 7. В вопросах прикладного характера ино- 

_2 

гда встречаются выражения типа а 3 . Вычисление здесь 
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2 ^ 

основывается на том, что а 3 =|/ г а 2 . Тогда делаем уста- 
новку на шкале кубов для извлечения кубического кор- 
ня из а и окончательный ответ читаем непосредственно 
на шкале квадратов, не спускаясь на основную шкалу. 
Например, 

8 Т = (|^8) 2 = 4. 

_2 

Вычислить 42,5 3 . На шкале кубов ставим 42,5, а на 
шкале квадратов та же визирная линия указывает от- 
вет: 12,2. 

Пример 8. Вычислить (0,53) 2 . 

В этом примере ставим визиром бегунка на шкале 
квадратов 0,53 и на шкале кубов тот же визир укажет 
ответ: 0,385. Спускаться на основную шкалу нет необ- 
ходимости. 

§ 197. Отыскание десятичных логарифмов чисел 

Шкала логарифмов (самая нижняя шкала) предста- 
вляет собой таблицу мантисс логарифмов. 

Деления на шкале логарифмов 

Шкала логарифмов О, в отличие от остальных шкал, 
равномерная. Она разделена на 10 отмеченных цифра- 
ми делений. Это' деления, соответствующие первой циф- 
ре мантиссы логарифма. В отличие от остальных шкал, 
первое слева деление не 1, а 0. 

Каждый из промежутков между указанными деле- 
ниями разделен также на 10 частей. Эти новые деления, 
несколько выступающие над горизонтальной чертой, со- 
ответствуют второй цифре мантиссы логарифма. 

Каждый из промежутков между последними деле- 
ниями разбит на пять частей. Таким образом, цена каж- 
дого из этих делений равна двум единицам третьей зна- 
чащей цифры мантиссы. Пользуясь шкалой Д можно 
производить всякого рода операции, требующие приме- 
нения таблиц логарифмов. 

Замечание. Движок при отыскании логарифмов 
чисел с помощью линейки не участвует. — 
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Установка на линейке при отыскании 

мантиссы логарифма данного числа 

1. На основной шкале отмечаем визиром бегунка 
данное число. 

2. На шкале логарифмов тот же визир укажет иско- 
мую мантиссу логарифма. 

Пример ы._ 1) 1§ 6750 = 3,830; 2) 1§ 3, 14 = 0,497; 

3) 1§ 0,00873 = 3,941. 

§ 198. Нахождение с помощью логарифмической 
линейки числа по данному его логарифму 

Замечание. При нахождении числа по данному 
его логарифму движок не участвует. 

Установка при нахождении числа 
по данному его логарифму 

1. На шкале логарифмов отмечаем визиром бегунка 
мантиссу данного логарифма. 

2. Тот же визир одновременно на основной шкале 
укажет первые три (иногда и четыре) цифры искомого 
числа. Место запятой в этом числе или число нулей 
после найденных цифр определяется по характеристике 
логарифма данного числа согласно правилам алгебры. 

П р и м е р_ы. 1 ) 1§ х = 4,398, х = 25 000; 

2) 1§ г = 2,714, 2 = 0,0518; 3) 1§ N = 0,420, У = 2,63. 

§ 199. Примеры вычислений с помощью шкалы 
логарифмов 

Вычислять на линейке с помощью шкалы логариф- 
мов выражения, содержащие только умножение, деле- 
ние, несложные степени (квадрат, куб)'' или корни квад- 
ратные и кубические, не имеет смысла. Это проще вы- 
числяется с помощью ранее рассмотренных шкал. 

Шкала логарифмов используется главным образом 
при вычислении сложных степенных выражений или вы- 
ражений, содержащих логарифмы. 

Рассмотрим примеры. 

Пример 1. Вычислить выражение 2,57 0 ’ 344 . Имеем: 
х = 2,57° і344 . 
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Находим: 


\ё х = \ ё (2,57 0 - 344 ) = 0,344 \ ё 2,57 = 0,344 -0,41. 
Перемножаем на линейке; получим 

1дл- = 0,141, 

откуда 

д: = 1,38. 

Пример 2. Вычислить х = 0,00256 0 ’ 00256 . Логарифм 
мируем обе части. Получим: 

1е* = (0,00256°-°° 256 ) = 0,00256 1^0,00256 = 0,00256 -3,408. 

Логарифм с отрицательной характеристикой и положи- 
тельной мантиссой представим в виде отрицательной 
десятичной дроби. Будем иметь: 

3,408 = - 3 + 0,408 = - 2,592. 

После этого продолжаем начатое вычисление: 


І8 х = 0,00256 • (-2,592)= - 0,00663. 

Преобразуем полученный логарифм так, чтобы мантисса 
его была положительной, а характеристика отрицатель- 
ной. Получим: 


откуда 


1{т* = 1,993, 


х = 0,985. 

Пример 3. Вычислить А = (-Цу)°’ 4 ' . Имеем: 


231 

Дробь -^ 2 " не логарифмируем. Делим на основной шка- 
ле 231 на 482 и против конца движка читаем на шкале 
логарифмов мантиссу логарифма частного 68; характе- 
ристика этого логарифма равна —1. Следовательно, име- 
ем, что 

1е 4 = 0,41 -1,68 = 0,41 (-0,32)= - 0,132=1,868, 
откуда 

А = 0,738. 

Пример 4. Вычислить 




231 
482 ’ 


. 0 ( 20,5 \7 
Ѵ = 4,8 (і35" ) ‘ 
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Делим сначала 20,5 на 135 и полученное частное 
ставим в данное выражение. Получим: 

_і_ 

ѵ = 4,8 • 0, 1 52 7 . 

Логарифмируя обе части, будем иметь: 


1е» = 1е 4 ,8 + у 1д0,152 = 


= 0,681 + у . 1,182 = 0,681 + 1,883 = 0,564, 

откуда 

ѵ = 3,66. 

Пример 5. Вычислить 

9,5 


ѵ = 


1,75 


Имеем: 

1 ё о = 1 ё 9,5- 


V" 2,45 


1е 2,45 
1,75 


= 0,978 


0,389 

1,75 


откуда 


= 0,978 - 0,222 = 0,756, 


о = 5,70. 


Пример 6. о = 
Логарифмируем: 


43,5 


0,75 0,67 • 6,5 0,22 ‘ 


1 ё у = 1 ё 43,5 - (0,67^ \ ё 0,75 + 0,22 1 е 6,5) = 
= 1,638 -(0,67 -1,875 + 0, 22 -0,813) = 
= 1 ,638 - [0,67 •( - 0, 1 25) + 0, 1 79] = 

= 1,638-0,095= 1,543, 

откуда 

о = 34,9. 


§ 200. .Вычисление площади круга и обратная задача 

Помимо делений общего характера, на многих ли- 
нейках имеются штрихи, отмечающие числа, часто встре- 
чающиеся при вычислениях. Например, на основной 
шкале и шкале квадратов как на самой линейке, так 
и на движке отмечено специально число л. 
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На основной шкале движка в начале (между 1 1 и 
12) имеется штрих с. Служит он для вычисления пло- 
щади круга. 

Площадь круга 5 через его диаметр сі может быть 
выражена так: 



Через с, как видно, обозначена величина 
имеем: 



Итак, 


с -Ѵ т- 1 ' 128 ' 

При помощи штриха с площадь круга по данному 
диаметру определяется так: 

1. Отмечаем на основной шкале линейки визиром 
бегунка данный диаметр. 

2. Перемещаем движок так, чтобы пометка с на 
нем оказалась под визиром бегунка. 

3. На шкале квадратов против начального или ко- 
нечного деления движка читаем искомую площадь. 

Порядок площади круга определяется как порядок 
квадрата числа. Если порядок диаметра обозначить че- 
рез т, то порядок площади круга определяется по та- 
кой схеме: — "~-<' 


Площадь круга 
находится 

на шкале квадратов 

Против конечного 
деления движка 
на правой половине 

Против начального* 
деления движка 

на левой 
половине 

на правой 
половине 

Порядок площади 
круга 

2т — 2 

2т- 1 

2т 


Примеры: 1 ) й = 103 м, 5 = 8330 м 2 ; 

2) сі = 0,195 м, 5 = 0,0299 м 2 ; 

3) сі = 457 м, 5 — 164 000 м 2 . 

Чтобы по данной площади круга найти его диаметр, 
поступаем так: 

1. На шкале квадратов визиром бегунка отмечаем 
данную площадь круга. 
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2. Подводим начальное или конечное деление движ- 
ка под визир бегунка. 

3.. На основной шкале линейки против штриха с 
движка находим искомый диаметр. 

Порядок диаметра круга определяется как порядок 
произведения с У 5, где 5 — площадь круга. 

Примеры. 1)5 = 57,7 м 2 , д — 8,57 м\ 

2) 5 = 8330 м 2 , й = 103 м. 

Вычисление площади круга по его диаметру с по- 
мощью штриха с позволяет упрощенно вычислять целый 
ряд выражений, связанных с. площадью круга. 

Пример 1. Вычислить объем кругового цилиндра, 
если диаметр его основания д и высота цилиндра Я. 

Имеем такую формулу для объема цилиндра: 

К = 5 • Я = Я, или У = (!) 2 Я. 

Установка при вычислении объема цилиндра поэтой 
формуле понятна. Найденную по данному диаметру пло- 
щадь круга на шкале квадратов там же умйожаем на Я 
и получаем таким образом искомый объем цилиндра на 
шкале квадратов. 

Например, если й = 20,3 дм и Я = 4,5 дм, имеем 
V = 1460 дм 3 . 

Пример 2. По данному диаметру шара й вычис- 
лить поверхность шара <3. 

Для поверхности шара <3 имеем формулу 

<2 = 4я X » или <3 = 4 (у) 2 . 

Установка. Находим на шкале квадратов пло- 
щадь круга по данному диаметру и там же умножаем ее 
на 4. 

Например, поверхность <3 шара с диаметром й = 
= 31,5 см выразится так: 

<3 = 3120 см 2 . 

Пример 3. Диаметр шара равен вычислить объ- 
ем шара. Имеем формулу для объема шара 



Ѵ = 

-^пд 3 . 

или 

у 2 яД 3 2 

( лй 2 \ 


3 4 

1 4 )• 
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Установка. Находим на шкале квадратов пло- 
щадь большого круга данного шара и там же умножаем 
ее на -~(і. 

Например, объем шара диаметром в 146 см равен 
1 630 000 см\ 

§ 201. Шкала синусов 

На обратной стороне движка по верхнему краю на- 
несена шкала синусов 5. На этой шкале длины отрезков 
шкалы, отсчитываемые от ее начала, пропорциональны 
сумме (1 + І^зіпх), так как шкала построена для 
функции 

I — 250(1 + 1§зіп х). 

Шкала синусов содержит деления от 5° 44' до 90°. Цена 
каждого мелкого деления дана в следующей таблице: 


Промежуток 

Цена мелкого 
деления 

Промежуток 

Цена мелкого 
деления 

от 5° 44' 

до 10° 

5' 

от 40° 

до 70° 

30' 

от 10° 

до 20° 

10' 

от 70° 

до 80° 

1° 

от 20° 

до 40° 

20' 

от 80° 

до 90° 

2,5° 


Как видно из приведенной таблицы, цена мелкого 
деления весьма разнообразна, т. е. шкала синусов полу- 
чается пестрая, и надо сперва привыкнуть к ее деле- 
ниям, чтобы потом уверенно на ней откладывать данные 
углы и быстро прочитывать углы, соответствующие дан- 
ному значению синуса. 

4 ѵ - ... ' • 

§ 202. Нахождение синуса угла, заключенного 
между 5° 44' и 90° 

Установка 

1. Поворачиваем линейку обратной стороной. 

2. Выдвигаем движок вправо так, чтобы данный угол 
на шкале синусов 5 оказался против засечки, сделанной 
в вырезе линейки. 

3. Поворачиваем линейку лицевой стороной. 
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4. Читаем на основной шкале движка Л 4 против 
конечной единицы (или 10) основной шкалы линейки А 
значение синуса, помня, что первая цифра означает де- 
сятые доли. 

Примеры. 1) зіп 20° = 0,342; 2) зіп 41° 30 х = 0,663; 

3) зіп 65° 30'= 0,910. 

§ 203. Нахождение угла по его синусу, 

если порядок синуса равен 0 ) 

Установка 

1. Держим перед собой лицевую сторону линейки, 

2. Выдвигаем движок вправо так, чтобы на его ос- 
новной шкале А\ данное значение синуса оказалось про- 
тив конечной единицы (или 10) шкалы А. 

3. Переворачиваем линейку обратной стороной и в 
правой прорези линейки против засечки читаем на шкале 
синусов 5 угол. 

Примеры. 1) зіп х = 0,45, * = 26°40'; 2) зіпа = 

,= 0,196, а = 11° 15'; 3) зіп у = 0,898, у = 64°. 


§ 204. Нахождение тангенса угла, заключенного 
между 5° 44' и 45° 

Пользуемся шкалой тангенсов Т, нанесенной по ниж- 
нему краю обратной стороны движка. Эта шкала содер- 
жит деления от 5° 44' до 45°, причем в промежутке от 
5° 44' до 20° деления нанесены через каждые 5', в про- 
межутке от 20° до 45° цена мелкого деления равна 10'. 

Установка 

1. Переворачиваем линейку обратной стороной. 

2. Выдвигаем движок влево так, чтобы данный угол, 
взятый на шкале тангенсов, оказался в левой прорези 
линейки, против насечки. 

3. Переворачиваем линейку и на ее лицевой стороне 
против начальной единицы шкалы А прочитываем на 
шкале А х результат. Впереди прочитанного числа сле- 
дует поставить нуль целых и запятую. 

П.р и м е р ы. _ 1 ) 17° = 0,306; 2) ір 42° 30' = 0,916; 

3) 1^8° 40' = 0,152. 
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§ 205. Нахождение угла по данному значению тангенса, 
если порядок тангенса равен 0 

Установка 

1. Выдвигаем движок влево так, чтобы значение тан- 
генса, взятое на шкале А\ движка, оказалось против на- 
чальной единицы шкалы А. 

2. Переворачиваем линейку обратной стороной и на 
шкале Т против засечки в лезом вырезе прочитываем угол 

Примеры. 1) і§х = 0,348, ж =19° 10'; 2) Іва=0,85 
а = 40 20'; 3) і&у = 0,152, у = 8° 40'. 


§ 206. Нахождение тангенса угла а, 
если 45° < « < 84° 17' 

Установка 


1. Переворачиваем линейку и выдвигаем движок вле- 
во так, чтобы против засечки в левом вырезе на шкале Т 
оказался угол, дополнительный к данному. 

2. Переворачиваем линейку лицевой стороной и на 
основной шкале линейки А против конечной единицы 
шкалы движка А\ читаем значение тангенса, помня, что 
первая цифра означает целые единицы 

3) Йз° М =8 1 Ь 4 І§48 ° 30 ' = 1>13: 2 ) ^65° 10' = 2,16; 

Примечание. Если нужно решить обратную за- 
дачу, т. е. по данному значению тангенса найти соот- 
ветствующий угол, то все операции производим в об- 
ратном порядке. 

Пример. а = 2,54. Найти а. 

1. Откладываем визиром отсчет 2—5 — 4 на шкале Л 
и подводим под визирную линию конечную единицу (10) 
шкалы А і движка. 

2. Переворачиваем линейку и в левой прорези про- 
тив засечки читаем угол 21°30'. Следовательно, 

а = 90° — 21° 30' = 68° 30'. 

§ 207. Нахождение синуса и тангенса малых углов 
(44' < « < 5°44') 

Если угол а мал и не превышает 5° 44', то его синус 
и тангенс столь мало разнятся между собой, что у них 
первые три десятичных знака совпадают; практически 
можно считать их равными между собой. Поэтому на 
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обратной стороне движка посередине нанесена об- 
щая шкала для синусов и тангенсов малых углов — 
шкала 8Т. 

Цена каждого мелкого деления этой шкалы пред- 
ставлена в следующей таблице: 


Промежуток 

Цена мелкого 
деления 

от 44' до 3° 

в 

от 3° до 5° 

2' 

от 5° до 5° 44' 

5' 


Пользоваться этой шкалой надо так же, как и шка- 
лой синусов, помня, что порядок синуса или тангенса 
равен — 1. 

Примеры. 1) зіп2°40' = 0,0465; 2) 3° 20' = 0,0582. 

Обратно, если надо по данному значению синуса или 
тангенса, имеющему порядок — 1, найти соответствую- 
щий угол, то выдвигаем движок вправо и. откладываем 
визирной линией значение синуса или тангенса на шка- 
ле А, против конечной единицы шкалы А, переворачи- 
ваем линейку и на обратной стороне в правом вырезе 
против засечки на средней шкале для синусов и танген- 
сов находим величину угла. 

Примеры. 1) зіпх = 0,0435, х = 2°30'; 2) = 

= 0‘,0740; у = 4° 15'. 

Примечание. Если с помощью логарифмической' 
линейки надо найти косинус или котангенс угла, то 
ищем синус или тангенс дополнительного угла. 

Упражнения 


Вычислить с помощью логарифмической линейки: 


1. 1) 450-48; 

5) 1,46-0,0298; 

9) 419-0,0358; 

2. 1) 485 
5) 246:0,188; 

9) 0,0344:75; 

3. 1) 73,5 
4) 6,66 


2) 21,4-2,38; 3) 72,5-0.306; 4) 358 - 472- 

6) 51,5-1,62; 7) 0,202-3,03; 8) 8 05-423-’ 

0,0177-0,00785; 11) 2,57-0,00305. 

3) 42,5 : 3,06; 4) 0,305 : 0,00675- 

7) 4,07:0,00805; 8) 52 300:19,8; 


10 ) 

655; 2) 62,5:1,25; 
6) 0,107:0,00315; 
10) 0,0404:3,25; II) 
0,124- 1,07; 2)73,5 


5,55 • 0,223. 
432-0,0218 


4) 


4. 1) 

' 0,00555 

0,0743 • 4,36 
0,00045 • 23,8 ’ 


2 ) 


0,0543 ; 0,00743; 
-0,124-4,3; 3) 

1,05-42,4 


5) 


16,7 


157 
■ 0,952 


0,0044 • 8,62 


12 ) 

14,5 


3) 


2,02 : 0,001435; 
•0,00191 -7,78; 

5,15-0,0243 
0,00555 • 66,8 ’ 
108-0,208 
' 3080 > 
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7) 

10 ) 


0,00427 • 6,45 
0,0196 - 23,8 ’ 
5,6 • 0,27 • 48,5 


8) 


54,2 • 0,42 . 
0,0154 ’ 


2,74-0,00515-1,09 
’ 85,6 - 3,36 - 0,0226 * 


0,07 • 0,548 * 

7) 1,09 8 3 ) 5 0, : 01932 4,352; 3) °' 2222; 4) °’ 03082: 5) 417 ’ : 6) 670 ^ 

8- О Ѵ ОА; 2) У 0,0777; 3) /4560; 4) /Щ 5) /0ДЮ248- 
6) /0,00006. ’ 

7 . 1 ) ]^425; 2) 3) У 42$; 4) ^0Д25; 5) ]^р0425; 

0 п /18,9-4,56 т |/ 0,0495 • 6,08 
' ' 0,00735 • 8,07 ’ ' 15,8-0,00834 1 

^ Д920 • 0,00509 • /б|24 _ ^ 50,8 • 0,0375 ]^4ДО 
’ 4,07-70 ’ > 1860 - 0,00356 - 4,03’ 

/ 38,7 • 1 200 ^ 0Д)7 у 
I 51,8-6,13-9 / ’ 

9 . 1) 0.275 0 ' 324 ; 2) 0,489°' 285 ; 3) 0,62~°' 91 ; 4) ОДБТ 0 - 00485 ) 

б) 0,2 15 0,505 ; 6) 0,064°'° 521 . 

10. 1) 24,8 • 5°- 28 • 0,8°' 67 ; 2) 30- ^)°'' 25 ; 

3) 5,48 • 0,6 0,8 • 75°’? • 55 0,4 ; 4) 126 500-400 9 - 12 

’ 5 е - 28 • 0,6 е ' 6 • 45 0,65 • 55 1,5 * 

2 _ 2 _ 3 

11 . 1) (0,125) 3 ; 2) (65) 3 ; 3) (0,55) 2 . 

12 . 1) /оД2 7; 2) 24,8-5°' 22 -0,8 0 - 67 ; 3) 3 ' 2 |^335; 4 ) (-^Ш®' 25 , 

\ 0,о9о / 


в) 


0,289 е - 289 - 0.625 2 - 3 4 
0.505 2 - 48 

13. Найти х : 1) 


23,5 


0,0246 0,00566 


х , 0,243 6,54 

) *•) ~ 


0,0156 # 


ГЛАВА XV 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ 
НАД НИМИ 


§ 208. Комплексные числа 

Не всякое квадратное уравнение имеет корни среди 
действительных чисел; например, уравнение х 2 + 1 = 0, 
или х 2 — — 1, не имеет корней, так как нет такого дей- 
ствительного числа, квадрат которого был бы равен — 1. 

Задача решения квадратного уравнения вида 
х 2 + Ь 2 — 0 (Ь ФО) послужила одним из поводов для 
введения новых, так называемых мнимых чисел. 

Введем новое число і — мнимую единицу, — обладаю- 
щее тем свойством, что квадрат его равен — 1; 

г 2 = - 1. 

Мы принимаем без доказательства, что можно вве- 
сти новые числа, так называемые, комплексные числа, 
такие, что, присоединив их к известным нам уже дей- 
ствительным числам, получим множество чисел, над 
которыми можно по обычным правилам выполнять ариф- 
метические действия, и, кроме того, среди новых чисел 
будет существовать число- і, обладающее свойством 

і 2 = - 1. 

Определение. Числа вида а + Ы, где а и Ъ — 
два действительных числа, называются комплексными. 
Число а называется действительной частью, Ы — мни- 
мой частью комплексного числа. Например: 

3 + 2і (а = 3; Ь= 2); ± - і ]/2 (а = \\ Ь = ~ \Гй). 
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Два комплексных числа а + Ы и а х + Ъ\і считаются 
равными в том и только в том случае, когда равны 
в отдельности их действительные и мнимые части, т. е. 
если 

а + Ы = а 1 + Ы и то а = а ь Ь=Ь Х . 

Если а — О, Ь ФО, то комплексное число а + Ы об- 
ращается в чисто мнимое число Ы; Ь называется коэф- 
фициентом при мнимой единице. 

Если 6 = 0, то комплексное число а + Ы становится 
действительным числом, равным а. 

Множество комплексных чисел содержит в себе как 
часть (подмножество) все действительные числа, а так- 
же все чисто мнимые числа; другими словами, действи- 
тельные числа, а также мнимые числа представляют ча- 
стные случаи комплексных чисел. 

Например: 

5 = 5 + 0 • і (а = 5; Ь — 0); 

— 3/ = 0 + ( — 3 ) і (а = 0; Ь = — 3). 

Примечание 1. С помощью мнимой единицы і 
может быть выражен квадратный корень из отрицатель- 
ного числа. Например: 

Ѵ~4 = У4(— 1) = 2 г, Ѵ~~5 = Ѵ5 • Ѵ-Л = і Ѵ"5. 

Примечание 2. Введение комплексных чисел де- 
лает возможным решение квадратных уравнений с отри- 
цательным дискриминантом; например, уравнение 
х 2 — 6х + 13 = 0 имеет два комплексных корня: х х 2 = 
= 3 ± 2 і. 

§ 209. Геометрическое представление комплексных чисел 

Принято комплексное число г = а + Ы изображать 
точкой М на плоскости; абсцисса этой точки равна дей- 
ствительной части а, ордината равна Ь, т. е. коэффи- 
циенту при мнимой единице (рис. 130). Всякому ком- 
плексному числу соответствует определенная точка на 
плоскости, и, наоборот, всякой точке на плоскости соот- 
ветствует определенное комплексное число. 

Таким образом, устанавливается взаимно однознач- 
ное соответствие между точками координатной плоскости 
хОу и множеством комплексных чисел. Точкам, лежа- 
щим на оси Ох, соответствуют действительные числа 


372 


(6 = 0); точкам, лежащим на оси ординат, — мнимые 
числа. Так, например, комплексное число 3 + 4 і изобра- 
зится точкой А (рис. 131 ), комплексное число — 3 + 2 і 
изобразится точкой В, число Ъі изобразится точкой С, 
число — 21 изобразится точкой Д. 

^Определение. Два комплексных числа г = а + Ы 
и г = а — - Ы называются сопряженными ; они отличаются 
только знаком перед 
мнимой частью. 

Пара сопряженных 
комплексных чисел изоб- 
ражается точками М ТГ 
М и симметричными отно- 

, 34 


X ! 


У 

•в 

• 

• 

Со 

—«С А 1 1 

0 

X 

і 



•М, 


Рис. 130. 


Рис. 131. 


сительно оси абсцисс. На рис. 131 точки М и ЛД изобра- 
жают сопряженные комплексные числа 2 + 3 і и 2 — 3 і. 

Можно дать еще другое геометрическое истолкова- 
ние комплексного числа а + Ы. 

Соединим начало координат О с точкой М(а\Ь) 

(рис. 130). Тогда вектор ОМ можно принять за геомет- 
рический образ комплексного числа г = а + Ы, причем 

действительная часть а есть проекция вектора ОМ на 
ось Ох, коэффициент Ь при мнимой единице есть проек- 
ция вектора на ось Оу. 

а = пр А СШ; Ь = пр^ОУИ. 

Оба способа геометрического представления комплек- 
сных чисел равноценны, так как всякой точке М плоско- 
сти хОу соответствует определенный вектор ОМ, и, на- 
оборот, всякому вектору ОМ, начало которого совпадает 
с началом координат, соответствует определенная точка 
М — конец вектора. 
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Определение. Модулем комплексного числа г = 
— а + Ьі называется действительное число г = У а 2 + Ь 2 . 
В геометрическом истолковании модуль — это длина* 

радиуса-вектора ОМ. Число г положительно и обра- 
щаемся в нуль лишь в том случае, когда а = О, Ь = 0. 

Для обозначения модуля комплексного числа это 
число берется в вертикальные черточки, например: 

I 3 + 4г | = /34^ = 5; 

-2-і\=У^+\ 2 =ѴЪ. 

случае при 



В частном 
Ь = 0 имеем: 


I а + 0 • / | = ]/ г а 2 + 0 2 = | 


а 


т. е. модуль действительно- 
го числа есть абсолютная ве- 
личина этого числа. Поэтому 
модуль комплексного числа 
называют еще и абсолют- 
ной величиной этого числа, 
комплексные числа, имеющие модуль, равный 
единице, изображаются точками единичного круга с цен- 
тром в начале координат; например, числа 

Ѵ2 , Ѵ2 , 1 УТГ „ 

0,6 -р 0,8/ 


Все 


В . 2 


-г. 


2 ' 2 

изображаются точками М и М 2 и М 3 (рис. 132). 

§ 210. Сложение комплексных чисел 

Определение. Суммой двух комплексных чисел 
2і = Я] Ь\і и г 2 = а 2 + Ь 2 і называется комплексное чис- 
ло г = а + Ы, действительная и мнимая части которого 
равны соответственно сумме действительных и мнимых 
частей слагаемых чисел и г 2 , т. е. г = г х + г 2 = 
= (яі + а 2 ) + (Ь і + Ь 2 )і. 

Примеры. 

1) (2 + 30 + (3-0 = (2 + 3) + (3—1)/ = 5 + 2/; 

2) (4 — 50 + (2 + 50 = 6; 

3) (2т + пі) + (т — 2пі) — 3 т — пі. 

Из приведенных примеров видно, что сложение ком- 
плексных чисел производится по обычным правилам сло- 
жения многочленов. 
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Из геометрического истолкования комплексных чисел 
как векторов следует, что сложение комплексных чисел 
приводится к сложению векторов по правилу, данному 
в § 88. 



На рис. 133 изображено сложение комплексных чисел 
2і = 3 + 2 і и г 2 = 2 + 4г. 

§ 211. Вычитание комплексных чисел 

Определение. Под вычитанием из комплексного 
числа 2 і = а\ + Ь\і другого комплексного числа г 2 = 
= а 2 + Ь 2 і подразумевается отыскание такого числа 
2 = а + Ьі, которое, будучи сложено с вычитаемым г 2 , 
дает уменьшаемое г\. 

Таким образом, 

2 ] — 2 2 = 2 , 

если 2 + 2 2 = 2ь ИЛИ 

(аі + Ъ\і) — ( а 2 + Ъ 2 І) = а + Ы 
при условии, что 

а + Ы + а 2 + Ъ 2 і = аі + Ь\1 4 
Производя сложение, получаем: 

(й + а 2 ) + (6Пт Ь 2 )і ■= аі Ъ\1, у 
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Применяя условия равенства двух комплексных чи- 
сел, получаем: 

а + а 2 = а и откуда а = а { — а 2 , 

Ь + Ь 2 = Ь и откуда Ь = Ь Х — Ъ 2 . 

При вычитании двух комплексных чисел отдельно 
вычитаются их действительные и мнимые части. 

Пример. 

3 — 2 / — (1 + 3 /) = (3 — 1 ) + (— 2 — 3 ) г = 2 — 5 /. 

В геометрическом истолковании вычитание комплек- 
сных чисел означает вычитание соответствующих им 



векторов. На рис. 134 изображено вычитание из г\ = 
= 5 + 3/ числа г 2 = — 2 + і. 

§ 212. Умножение комплексных чисел 

Два комплексных числа а + Ы и а х + Ь { і перемно- 
жаются по обычному правилу умножения многочленов; 
в полученном результате і 2 заменяется на —1 и отде- 
ляется действительная часть от мнимой: 

{а + Ы) (а, + Ъу) = аа { + а х Ы + аЬу + ЬЬу 2 = 



действитель- мнимая часть 
ная часть 


Замечаем, что произведение двух комплексных чисел 
есть также число комплексное. 

Это правило умножения распространяется и на 
большее число комплексных множителей. 

Примеры. 1) (2 — 3/) (3 + 5/) =6 — 9/ + 10/ — 15/ 2 = 
■=6 + /— 15 •(—!)= 21 + /; 
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' 2) (4 + 0 • 2 і = 8 і + 2і 2 = — 2 + 8/. 

. Произведение комплексных чисел может оказаться 
действительным числом. В частности, это будет при ум- 
ножении двух сопряженных комплексных чисел: 

(а + Ы) (а — Ы) = а 2 + аЫ — аЫ — ЬЧ 2 — а 2 + Ь 2 = г 2 , 

где г — модуль каждого из сомножителей. 

Итак, произведение двух сопряженных комплексных 
чисел есть число действительное , равное квадрату их об- 
щего модуля. 

Приведем еще пример, показывающий, что в резуль- 
тате действий над комплексными числами могут полу- 
читься интересные соотношения в области действитель- 
ных чисел. 

Имеется два произведения: 

(а + Ы) {с + сП) = ас — Ьй + {Ьс + ай)і 
и 

(а — Ы) (с — йі) = ас — Ьй — (Ьс + ай)і. 

Перемножив эти равенства почленно, • получим: 

(а 2 + Ь 2 ) (с 2 + й 2 ) = (ас — Ьй) 2 + (Ьс + ай) 2 . 

Последнее равенство содержит исключительно дей- 
ствительные числа и выражает следующее соотношение 
из теории чисел: при умножении двух чисел, каждое из 
которых есть сумма двух квадратов, получается произ- 
ведение, представляющее собой также сумму двух квад- 
ратов. 

Примеры. 1) (1 +4) (9 + 25) = 5 - 34 = 170 = 1 2 +13 2 ; 

2) (25 + 4) (1 + 9) = 29- 10 = 290 = I 2 + 17 2 . 

§ 213. Деление комплексных чисел 

Частным от деления двух комплексных чисел а + Ы 
и а\ 4- Ь\і называется такое комплексное число х + уі, 
которое, будучи умножено на делитель, дает в произве- 
дении делимое. 

Таким образом, если одновременно коэффициенты а х 
и Ь\ не равны нулю, то, полагая а+^Ьі = х + уі, имеем: 

а + Ы = (а, + Ь,і)(х + уі), 

или 

а + Ы = а { х — Ь : у + (Ь х х + ару) і. 
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Из условия равенства двух комплексных чисел сле- 
дует: 

| а \ х — Ъ[У = а; 

{ Ь { х + а { у =Ь. 

Решая эту систему, находим: 


х = 


сш\ + ЬЬ і 
аІ + Ь 2 


и — а \Ъ~ а Ъ\ 
у ~2 . 1.2 


а\ + Ь 


Следовательно, 


я 4- 6/ ад, ЪЪ\ . а.\Ъ~аЬ\ . 

а і + Ѵ а\ + Ь\ а\ + Ь'\ *' 


Проще этот результат можно получить умножением де 
лимого и делителя на сопряженное делителю число: 


Д + Ъі _ (а + Ы) (а[ — Ь\і) 

«1 + Ѵ (а, + 6,1) (а, -6,/) 


_ аа \ + ЬЬі + (а|6 — аЬ\) I 


аІ + Ь 


аа і + ЬЬі | Ч\Ъ — аЬ [ 


А+ъ'і 


аі + Ь 


Этим правилом деления и будем руководствоваться 
в дальнейшем. 

Примеры. 


1 ) 2 + 3 ‘ _ (2 + 3/) (2 — /) _ 4 - 3 / 2 + 6/ -2/ 7 4 

-2 +/ (2+0(2-/) 2 мл — = т+у‘; 

о) 3-4/ _ (3-4/) (4- 3/) 12 — 12—16/ —Я/ -25/ 

4 + 3/ (4 + 3/)(4-3/) Гб+1 25~ =-/ - 


§ 214. Степени мнимой единицы 


Пользуясь равенством і 2 = — 1, легко определить лю- 
бую целую положительную степень мнимой единицы 
Имеем: ' 


і 3 = і 2 ■ і 


1 •*==- /; і* = г 2 . і 2 = 


г 2 = 1; г 5 = г 4 • г = /; 

/б = Р >/ 2 = _ 1; . 7= _. ; /8 =1ит>д> 

Это показывает, что значения степени г™, где /г це- 

лое положительное число, периодически повторяются 
при увеличении показателя на 4. Поэтому, чтобы возве- 
сти число і в целую положительную степень, надо пока- 
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затель степени разделить на 4 и возвести і в степень, 
показатель которой равен остатку от деления. 

Пример ы. 

. І 25 = І 4 ' 6+1 = І 24 • /1 = 1 - / = 

,•38 = ,- 36+2 = Р = _ ! ( ,-51 = ,-48 . ,3 = _ 

Вообще г 4ге+І = // /' ,п+2 = і 2 — — і > ,4п+з = ,-з _ _ ^ _ 

§ 215. Возведение в степень комплексного числа 

Возведение комплексного числа в целую положив 
тельную степень производится по правилу возведения 
двучлена в соответствующую степень, так как оно пред- 
ставляет собой частный случай умножения одинаковых 
комплексных множителей. 

Примеры, (а + Ы) 2 = а 2 + 2 аЫ + ЬЧ 2 = ( а 2 — Ь 2 ) 

[+ 2 аЫ- (а + Ы) 3 = а 3 + За 2 Ы + ЗаЬЧ 2 + ЬЧ 3 = (а 3 — ЗаЬ 2 ) 

. ;+(3 а 2 Ь — Ь 3 )і. ’ 

§ 216. Извлечение квадратного корня 
из комплексного числа 

Пусть требуется извлечь квадратный корень из числа 
а + Ы. Это значит, что требуется найти такое комплек- 
сное число х + уі, квадрат которого равен а + Ы< 
Имеем: 

Ѵа + Ы = х +'уі, ' 

где х и у — действительные числа. Тогда 

а + Ы = (х + уі) 2 = х 2 — у 2 + 2 хуі. 

Применяя условие равенства двух комплексных чи- 
сел, получим: 

' сГ> х 2 — у 2 = а, 

2 ху = Ь. 

Решаем эту систему относительно неизвестных х и у. 
Из второго уравнения находим, что у = ~ . Тогда 


откуда 


4х 4 — Ь 2 — 4 ах 2 = О, 
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±± 


или 


следовательно, 


Л .з_ 2а ± У 4а 2 + 46 2 


4х 4 — 4ах 2 — Ь 2 = 0; 

а ± Т^а 2 + Ь 2 


Л'' = ■ 


Так как Ѵа 2 + Ь 2 ^а, то перед радикалом надо взять 
знак плюс, чтобы х 2 было положительным числом или 
нулем; следодательно, 


ж 2 = 


і + Ѵа 2 + Ь г 


(О 


Подставляем это значение х 2 в уравнение х 2 — и 2 =а 
получим: ’ 


,. 2 _ - а + Ѵа 2 + Ь 2 

У " о 


Значения х и у находим из равенств (1) и (2); 

х= ±|/ 


- ь 2 


г - -+- У ~ а + Уа 2 -\-Ь 2 


( 2 ) 


( 3 ) 


(4) 


Уравнение 2 ху — Ь показывает, что произведение ху 
имеет тот же знак, какой имеет число Ь. Следовательно, 
если Ь > 0, то х и у имеют одинаковые знаки, если 
Ь < 0, то х и у имеют разные знаки. Поэтому для Ь > 0 
имеем: 

, г 

Ѵ^+Ті =±\у “ + Уа* + Ь* + і у -д + у + ь* 

для Ъ < 0 имеем: 

ѵоТй= ± (у - + у + ~ - і у. 

На практике этими формулами не пользуются, а про- 
водят приведенный ход вычислений х и у в каждом от- 
дельном случае. 
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Пример 1 . V 1 + 21 = я + уі\ 

1 + 2г = я 2 — у 2 + 2хуі ; 
я: 2 - г/ 2 = 1, 
ху= 1 ; 

г/ = у; я 2 - Аг = 1; л: 4 — л: 2 — 1 = 0; я 2 = 


1+/5 


у _ ±1 / ЩП-. 


Окончательно 

/Т+2І= + 


(/і±р +/ /. 


Пример 2. ]/ і — х + уі\ 

/ = я 2 — у 2 + 2хуі; 
| х 2 — у 2 = 0, 

I. 2 ху — 1 ; 

У-~\ ^-і = 0; 4я 4 —1=0; 


-і+Уб\ 


• у2 • 

> Л о > 


і-± ? ! 5 ; г ' -± Т5 ; 1/1 " * 7Т (1 +/) - 

Проверка. 

|^± у=- (1 + /)| = -^ (1 + 2/ + і 2 ) = -^ (1 + 2г — 1) = г. 

В § 222 будет показан более удобный способ извле- 
чения корня из комплексного числа. 


§ 217. Тригонометрическая форма комплексного числ_а 

Как уже было сказано в § 209, комплексное число 
а + Ы, не равное нулю, изображается радиусом-вектором 

ОМ, причем длина этого вектора естр модуль комплек- 
сного числа (рис. 135): _ 

г = Ѵ&Тъ 2 . [ - 
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Угол ер между положительным направлением оси Ох и 

вектором ОМ называется аргументом комплексного чис- 
сла а + Ы. Этот угол принято отсчитывать от оси Ох 

к вектору ОМ, что показано стрелкой на чертеже. Если 


комплексное число равно нулю, то вектор ОМ обраща- 
ется в точку (нуль-вектор) и 
говорить о его направлении нет 
смысла. Поэтому считают, что 
число нуль не имеет аргумента. 

Очевидно, что каждое ком- 
плексное число, не равное ну- 
лю, имеет бесконечное множе- 
ство значений аргумента; эти 
значения отличаются друг от 
друга на целое число полных 
оборотов, т. е. на величину 
2л к, где к — любое целое число; например, аргументом 



комплексного числа 2 + 21 являются углы вида + 2лк 
(* = 0, ±1, ±2, ±3, ...). 

Значение аргумента, взятое в пределах первой ок- 
ружности, т. е. от 0 до 2л, называется главным. 

Так, например, для комплексного числа 2 + 2 і глав- 
ное значение аргумента равно для числа —2 + 2 і глав- 


3 

ное значение аргумента равно -^я. Для чисел 3, 

Г , л 

і, — і главные значения равны соответственно 0, л, , 
По рис. 135 имеем: - 4 -РТЛ 

а — г соз ф, Ь — г зіп ф, . 

откуда 

а + Ы — г соз ф + іг зіп ф = г (соз ф "+" і зіп ф) . 


— 3 , 


3 ^ 

2 


я. 


Выражение г(созф + і зіпф) называется тригономет- 
рической формой комплексного числа, в отличие от фор- 
мы а + Ы, называемой алгебраической. 

Для определения аргумента ф пользуемся формулами 

соз ф = ~ и зіп ф = ~ (г= У а 1 + 'ь *) . 

В зависимости от знака действительной и мнимой ча- 
стей выбИрае-Гся соответствующая Четверть, в которой 
должен оканчиваться уТол ф. 
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Пример 1. Представить в тригонометрической 
форме число — 1 + і У 3. 

Г= Ѵ{-\у + {ѴИ) 2 = 2', С05ф = -^ = — 4 


/2 1 4 1 \ 

I СОЗ |Я = — у И СОЗ у Л = — у I , 


— . V 3 2я 

Так как зіпф = — у- , то ф следует взять равным -у- 
Следовательно, 

— 1 + * У 3 = 2 ^СОЗ + і 5ІП -у-^ . 


Пример 2. Представить в тригонометрической фор- 
ме число — 1 — і. 

Имеем: / 

Г=Ѵ 2; С05ф = — у=-; зіпф = — 

Следовательно, ф = -у- . 

Итак, — 1 — і = ]/2^созуЧ-/зіПу|. 

Пример 3. Представить в тригонометрической 
форме число 1. 

Имеем г = 1, ф = 0; следовательно, 1 = 1 (соз 0+і зіп 0), 
или 1 = соз 2я к + і зіп 2л к. 


§ 218. Умножение комплексных чисел, заданных 
в тригонометрической форме 

Перемножим два комплексных числа: 

2[ = Г\ (соз ф, + і зіп ф,) 
и 

г 2 = г 2 (соз ф 2 + і зіп ф 2 ). 

Получим: 

2, • 2 2 — Г ,Г 2 СОЗ фі СОЗ ф 2 + ІГ { Г 2 ЗІП ф! соз ф 2 + 

+ ІГ Х Г 2 СОЗ Фі ЗІП ф 2 — Г Х Г 2 ЗІП ф! ЗІПф 2 , 

Короче: 

2і2 2 = Г Х Г 2 [соз (ф, + ф 2 ) + І ЗІП (ф, + ф 2 )]. 

Результат показывает, что модуль произведения ра- 
вен произведению модулей сомножителей , а аргумент 
произведения равен сумме аргументов сомножителей. 
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§ 219. Геометрическое истолкование умножения 
комплексных чисел 


Парис. 136 комплексному числу г, =г, (соз ф, + і зіп ф,) 
соответствует вектор ОМ,, числу, г 2 = г 2 (созф 2 + г'зіпф 2 ) 
соответствует вектор ОМ 2 . 

Произведению г,г 2 = / -|Г 2 [со5( ф| + ф2 ) + [ зіп ( ф1 + ф2 )] 
соответствует вектор ОМ. 



Вектор ОМ получается из вектора ОМ, поворотом 
на угол ф 2 и изменением его длины (г,) в г 2 раз. Если 

г 2 -' > т0 говорят, что вектор ОМ, подвергается растя- 
жению, при г 2 < 1 — сжатию. , 

В частном случае, когда комплексное число г, умно- 
жается на і, то вектор ОМ, поворачивается на прямой 
угол (-), сохраняя при этом длину г, без изменения 
(рис. 137). 

Пример. 

2 (соз ф -И - зіп Ф ) 5 (соз 2ф + і зіп 2ф) = 1 0 (соз Зф+ / зіп Зф) . 

Полученное правило остается в силе для любого чис- 
ла сомножителей. 


§ 220. Деление комплексных чисел, заданных 
в тригонометрической форме 

Найдем модуль и аргумент частного 

_2|_ _ Г, (С05 ф| + і 5ІП ф[) 

г 2 г 2 (соз ф 2 + і зіп ф 2 ) ' 

Умножим числитель и знаменатель правой части на 
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( С05 ф 2 — І ЗІП ф 2 ) ; получим 
' 1 _ Г| (соз ф! + і 8ІП фі ) (соз ф 2 — / зіп ф 2 ) 

г 2 Г 2 (СОЗ 2 ф 2 + ЗІП 2 ф 2 ) 


= ~ [соз (ф[ — ф 2 ) + і зіп (ф, — ф 2 )]. 
Г 2 


Следовательно, модуль частного равен частному мо- 
дулей делимого и делителя, а аргумент частного равен 
разности аргументов делимого и делителя. 

Пользуясь этим правилом, можно показать, что 


(соз ф + / зіп ф) 1 


1 соз 0 + і зіп О 

СОЗ ф + і ЗІП ф СОЗ ф + І ЗІП ф 


Короче: 


= СОЗ ( — ф) + і зіп ( — ф). 
(соз ф + і зіп ф) -1 = соз ф — і зіп ф. 


§ 221. Возведение в степень комплексного числа, 
заданного в тригонометрической форме 

Так как п-я степень, где п — целое положительное 
число, представляет произведение п равных сомножите- 
лей, то по правилу умножения комплексных чисел по- 
лучим: 

[г (СОЗ ф + І ЗІП ф)] п = Г п (СОЗ Пф + і зіп Пф), 

или 

г п (соз ф + і зіп ф) п = г п (соз «ф -р і зіп тр) . 

После сокращения имеем: 

(СОЗ ф + І ЗІП ф) п =С03 Яф + І ЗІП Яф. (1) 

• Эта формула носит название формулы Муавра. В ча- 
стности, она дает возможность получить косинус и си- 
нус дуг, кратных данной. 

Положим п= 2, тогда (соз ф + і зіп ф) 2 = соз 2ф-И зіп 2ф, 
или 

соз 2 ф — зіп 2 ф + 21 зіп ф соз ф = соз 2ф + і зіп 2ф, 


откуда 

соз2ф = соз 2 ф — зіп 2 ф и зіп2ф = 2зіпфсозф. 
При п = 3 получим: 

(соз ф + і зіп ф) 3 = соз Зф +_і зіпЗф, 

13 Р* А, Кал нин 
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или 


С08 3 ф — 3 С08 ф 8ІП 2 ф + І (3 С08 2 ф 8ІП ф — ЗІП 3 ф) = 

= С08 Зф + І 8ІП Зф, 

откуда 

СО 8 Зф = С08 3 ф — 3 СО 8 ф 8ІП 2 ф, 


ИЛИ 


ИЛИ 


соз Зф = 4 соз 3 ф — 3 соз ф; 

8ІП Зф = 3 СОЗ 2 ф ЗІП ф — 8ІП 3 ф, 


8ІП Зф = 3 8ІП ф — 4 ЗІП 3 ф. 

части последнего равенст 
вести в степень л, получш 

[(СОЗф.Н- і зіпф)- 1 ]" = [соз( — ф) + і зіп ( — ф)] п > 


Если обе части последнего равенства предыдущего 
параграфа возвести в степень л, получим: 


или 

(СОЗ ф + і ЗІП ф)“ п = СОЗ( — Лф) + І ЗІП ( — Лф). 

Последнее равенство показывает, что формула (1) 
справедлива и для целых- отрицательных показателей.' 

§ 222. Извлечение корня из комплексных чисел, 
заданных в тригонометрической форме 

Пусть требуется извлечь корень л-й степени из ком- 
плексного числа 2 = /"(соз ф + і зіп ф). 

Это значит, что надо найти такое комплексное число 
г — р(соз Ѳ + і зіп Ѳ), которое, будучи возведено в л-ю 
степень, даст число 2, т. е. 

[р(соз Ѳ + і зіп Ѳ)] п = г (соз ф + і зіп ф), 

или' ,, “ 

р" (соз лѲ + і зіп лѲ) = г (соз ф + і зіп ф) . 

На основании условия равенства двух комплексных 
чисел заключаем, что, модули их должны быть равны, 
а аргументы могут отличаться на число, кратное 2я, т. е. 
т = р п ; лѲ = ф + 2лк, где к — целое число. Отсюда по- 
лучим: 

\г~ о <р + 2л6 

р= V г; ѳ = - — . 
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Таким образом, результат извлечения корня пред- 
ставится так: 

п 

2 = У Г (СОЗ ф + / ЗІП ф) = 

\г~ [ ф + 2я к , . . ф + 2 лк\ /1Ч 

~ ѵ Г [СОЗ — + !31П^ ), (1) 

где У г — арифметическое значение корня. 

Если в формуле (1) числу к будем давать значения: 
О, 1, 2, 3, п — 1, то получим следующие п значений 


корня: 

при к =?= О 

при к = 1 

при к = 2 


г 0 =>Ѵ г (соз ^- + /зіп 

«і - V г [соз (-| + + І ЗІП 

2 2 = Ѵ~Г [СОЗ (-| + ^ + І ЗІП 



при к = п— 1 2 „_, = ]/г[соз 


|Ч ] 

2 (я — 1) я \ 

и н 

п ) 


( ф 1 

2 (я — 1) яД 

и 1 

я ]і 


Аргументы этих значений корня, т. е. углы 

ЧР. Ф._]_2я. ф, 4я. ( ф , 2 (/г — 1) я 

п п 


_т . і 2я і 
п ’ п'п 


идут в возрастающем порядке; нетрудно убедиться в том, 
что каждый из них меньше полного угла, или 2я. Для 
этого достаточно показать, что наибольший из них 


Ф 2>— 1)я 

п 1 п 

В самом деле, главное значение аргумента комплексного 
числа меньше полного угла: 0<1ф<2я, а потом'' 


1 

п 


2 (я — I) я 2я 


2 ( я — 1 ) я 


= 2я; 


Ф. 

п 


2 (я — 1) я 
я 


<2я. 


Из тригонометрии известно, что в пределах одной 
окружности два различных угла не могут • иметь 

13* 
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одновременно одинаковые значения синуса и одинаковые 
значения косинуса; следовательно , все п значений корня 
будут различны. 

При дальнейшем увеличении числа к(к = п, п + 1, 
п + 2, . . .) новых значений корня уже не получим; на- 
пример, при к = п имеем: 

2» = Ѵ~Г (С05 + і ЗІп - Ф + 2Я М = 

= V г [соз ^ + 2л) + і зіп + 2я)] = 

= \~г (соз ^ і зіп = г 0 . 

Получилось то же значение что и при к = 0. Если 
положить к = п+ 1, то получим г,, при к = п + 2 полу- 
чим г 2 и т. д. 

Пример 1. ]/ і. Представляем і в тригонометри- 
ческой форме: 

г = соз -Н'зіп (/- равно 1); 


V < = У СОЗ ~ + і зіп = [соз 
При к — 0 имеем: 


~2 + 2я6 ту + 2л к 

О V І ЗІП - 


і/ • Я , . . я 

К г = соз -г + 1 зіп -г -- 
4 4 

При &=1 получим: 
і = соз ~ + і зіп ~ = 


Ѵ2 . . Ѵ2 У 2 


■ + і 


Ѵ2 . ѵ 2 


( 1 + І)- 


] С о 

~(1 +і). 


2 2 " 

Этот пример был решен другим способом в § 216. 

Пример 2. г — V — 1 . Имеем: 

— 1 = соз я + і зіп я. 

Тогда 

V — 1 = ]/созя + I ЗІП я = СОЗ ; зіп 


при к = 0 получаем: 


24 = соз ~ + і зіп 


4 

Ѵ~2 


(1 + /); 
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при к = I получаем: 


Зя . . Зя 
г 2 = соз + 1 зіп -т- 


гГ> 

2~ ( ~ ; 1 +і ^’ 


при к — 2 получаем: 


5я , . . 5я 
2 3 = соз — (- 1 зіп = 


(і + 0; 


при к = 3 получаем: 

7і 

4 ■ *•““ 4 

4 _ 

Пример 3. Найти четыре значения х=]/і. 


7я . . 7я 

2 4 = С05— + 181П- г =- 5 -(1 -*). 


і/ 1 = У 1 (соз 0 + і зіп 0) = 


_і/і ( 0 + 2яА: , . . 0 + 2я6\ кл , . . кл 

- V 1 (СОЗ +І51П ,) = СОЗ -у- + I ЗІП -у- = х к . 

Полагаем к = 0; 1; 2; 3. Получим: 

Хі = соз 0 + / зіп 0 = 1; 
я ... я 

х 2 = соз у + 1 зіп у = г; 
х 3 = соз я + / зіп я = — 1 ; 


Зл 


Зя 


Х 4 = СОЗ -у + / зіп -д- = — /. 

Дадим геометрическое истолкование полученных ре- 
зультатов. Построим точки, соответствующие найден- 
ным четырем значениям. 

Это будут точки А и А 2 , Л 3 , Л 4 , представляющие со- 
бой вершины вписанного в данный круг квадрата 
(рис. 138). 

Подобным образом, извлекая корень кубический из 1, 
найдем три комплексных числа: 

созО + гзіпО, соз -тр + / зіп и соз + / зіп ( 

Если построим соответствующие им точки, то эти точки 
окажутся на окружности единичного радиуса и явятся 
вершинами правильного вписанного треугольника 
(рис. 139). 
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Геометрически извлечение корня п - й степени из 1 
сводится к построению правильного п-угольника, вписан- 
ного в круг единичного радиуса, причем, если п — нечет- 
ное число, то одна из вершин окажется на оси абсцисс 




вправо от 0; если же п — четное, то имеются две верши- 
ны, расположенные на оси абсцисс. 

§ 223. Показательная форма комплексного числа 

В различных разделах современной математики, 
а также ее приложениях (электротехника, радиотехника, 
гидравлика и т. д.) применяется показательная форма 
комплексного числа. В основе показательной формы ле- 
жит формула Эйлера, устанавливающая связь между 
тригонометрическими функциями действительного аргу- 
мента и показательной функцией мнимого аргумента. 

Приводим первую формулу Эйлера без вывода: 

е фг = соз ф + і 5іп ф, (1) 

где число е, принятое за основание натуральных лога- 
рифмов (см. §§ 175 и 240), иррационально (е « 2,718; 
это число играет в математике роль, не меньшую, чем 
число л). 

Если в формуле г = г( соз ф + ізіпф) произведем за- 
мену выражения соз ср + і зіп ф на еч\ то получим 
г — тет 1 . Это и есть показательная форма комплексного 
числа 2 . 

В этой записи г — модуль комплексного .числа, ф--ч 
аргумент комплексного числа г, 
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Заменив в формуле Эйлера (1) <р на ( — ср ) , получим 
вторую формулу Эйлера 


или - 


е -ф2 _ соз ( — ф) I ЗІП ( ф), 


е -ф‘ = соз ср — / зіп ср. (2) 

Пример 1. Представить в показательной форме 
комплексное число 2 = 3 + 4й 


Модуль г — У З 2 + 4 2 = 5. Находим аргумент ср. 

Так как = то ф = агсід-|- » 0,93, 3+4/ = 5е°' 9зг . 
Пример 2. г^УЗ — і. 

Находим модуль: | г | = }^3 + 1 =2. Аргумент ср (гла- 
вное значение) будем находить из соотношения і§ф = 

1 

У г ' 

- -- і 

Следовательно, ф = — У3 — і — 2е 6 . 

л - і 

Призер 3. г = соз у + /зіп-у = е 2 . 

Пример 4. — 1 = соз л + і зГп л = е яі . 

Пример 5. Вычислить е 2+і . 

Имеем е 2+і = е 2 • е і = е 2 (соз 1 + і зіп 1) = 

= <? 2 (0,540 + і- 0,842) =7,39(0,540+ і- 0,842) «3,99 + 6,22/. 
Из формул Эйлера 

е ѵі = соз ф + і зіп ф, (1) 

е _(р ‘ = соз ф — і зіп ф (2) 


можно получить важные следствия. 

Складывая почленно равенства (1) и (2), получаем 
+ е~ф‘ = 2 соз ф, откуда 


е ф ‘ + е~ ѵі 
СОЗ ф = ^ 


( 3 ) 


Почленно вычитая из равенства (1) равенство (2), имеем 
е чИ — е -< Р‘ = 2 і зіп ф, откуда 


ЗІП ф = 



( 4 ) 


Равенства (3) и (4) также называются формулами 
Эйлера-, они выражают тригонометрические функции дей- 
ствительного аргумента ф через показательные функции 
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мнимого аргумента. Формулы (3) и (4) справедливы и 
тогда, когда ср заменяется любым комплексным числом г; 
такая замена дает: 


С08 2 = 


е г1 + е~‘ { 


51П 2 = 


е гі - е ~ г1 
2і 


( 5 ) 

( 6 ) 


равенства (5) и (6) принимаются за определения косину- 
са и синуса комплексного аргумента. 

Пример. Вычислить соз і. 

Полагая в равенстве (5) г = і, получим: 


Оказалось, что со$ і — число действительное, большее 1, 
чему не .следует удивляться. 

Вычислим зіп/: 


Таким образом, зіп і — мнимое число. 

Покажем, что тригонометрические функции комплекс- 
ного аргумента также периодичны, причем период Т — 
— 2я. Действительно, 


соз (г + 2л) = 


е (г+2я) I + е -(г+2я) і 


■ е 2кі + е ~ г1 ■ е ~ 2л1 


е г1 + е гі 


— соз г, 


так как по формулам Эйлера 

е 2 т = соз 2л + гзіп 2л = 1, 

е -2ш _ соз 2 Я _ 1 5 щ 2л = 1 . 


Легко обнаружить периодичность показательной 
функции комплексного аргумента, ее период Т = 2л і. 
Действительно, е г+2пі = е г • е 2пі = е г • 1 = е г . 

Примечательно то, что все формулы обычной триго- 
нометрии сохраняют свою силу в комплексной области. 
Например, 
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СОЗ 2 2 + ЗІП 2 2=1. 


Это легко проверить: 

е 2гі + 2 + е~ 2гі , е 2гі — 2 + е~ 2г{ _ 

4 — 4 

е 2гі + 2 + е -2 гі _ д 2 гі + 2 _ е ~2гг _ 4 _ , 

— 4 4 ■ ’ 

Точно так же можно проверить, что з}п2г = 
= 2 зіп г • соз г, соз (г х + г 2 ) = соз г\ соз г 2 — зіп г\ зіп г 2 , 
и ряд других вам известных формул для тригонометри- 
ческих функций действительного аргумента. 


§ 224. Различные задачи на комплексные числа 

Пр и мер 1. Найти два действительных числа хи у, 
удовлетворяющих равенству 

2 і . . 0 0 . 3 

- + іу-2 = 3і --+У- 


Данное равенство перепишем в виде 

“ 2 + (4 + у) 1 = [у ~ т) + ы - 

На основании условия равенства двух комплексных чи- 
сел имеем систему 


[ ІГ-4--2, 


!4 + ,=з. 


откуда находим: 


Х= 1, у= 1. 

Пример 2. Найти комплексное число г, равное 
квадрату сопряженного ему комплексного числа, т. е. 

2 = 2 2 . ( 1 ) 

Пусть г = х + уі, тогда г = х — уі. Равенство (1) 
принимает вид 

х + уі = (х- уі) 2 , 
х + уі — х 2 — у 2 — 2 хуі, 
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откуда 


| х = г — і/, 

1 У= -2 ху, 

где снова мы воспользовались условиями равенства двух 
комплексных чисел. 

Если системе придать вид 

* 2 ~ У' = *, 

У( 1 + 2х) = О, 

то ее решение сводится к решению следующих двух 
более простых систем: 

• У 2 = *, ( * 2 ~У 2 = х, 

у = О И ! 1 + 2х = 0. , 

Решая каждую из них, получим: 


2 ’ 


х і = 0, 

1 х 2 =1, 

*з = 

1 

2 ’ 

о 

II 

\ У2 = 0; 

Уя = 

Ѵз . 

2 ’ 


#4 = 


Ѵз 


Таким образом, поставленному условию удовлетво- 
ряют четыре числа: 

г х = 0 + 0 ■ і = 0, 


г 2 = 1 + 0 • / = 1 , 
і , Ѵз 


2 3 = - 




2 

Ѵз 


I, 


Пример 3. Истолковать геометрически произведе- 
ние (2 + 2/)/. 

Комплексному числу г\ — 2 + 2/ соответствует вектор 
Гі = {2, 2}, "причем вектор Гі образует с осью Ох угол 

< Р = Т (*8ГФ = |“і). 

Комплексное число і изображается, единичным век- 
тором г 2 = { 0, 1}, направленным под улом-^- к оси Ох. 

Согласно данному в § 2І9 пояснению, умножение 
числа (2 + 2І) на і означает поворот вектора г х на угол 

894 
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— в направлении против движения часовой стрелки 

с сохранением длины вектора. 

Следовательно, данному произведению соответствует 

вектор Гз, образующий с осью угол, равный + 

Дли на век тора г 3 равна длине вектора г и т. е. | г | == 

= У 2 2 + 2 2 = 2 У 2. 

Проверка: (2+2/)/= -2 + 2/=2 У 2 (соз -^ + /зіп-^) . 

Пример 4. Какой геометрический смысл имеет 
неравенство |г|<1? 

Модуль комплексного числа г, т. е. |г|, означает рас- 
стояние от начала координат до точки г; раз это рас- 
стояние меньше 1, то опишем из начала координат ок- 
ружность радиусом г ■= 1. 

Все внутренние точки круга изображают комплекс- 
ные числа г, для которых |г|< 1. Для точек, лежащих 
на окружности, имеем \г\= 1. Точки, лежащие вне кру- 
га, изображают комплексные числа, удовлетворяющие 
неравенству \г\ > 1. 

Пример 5. Как расположены комплексные точки, 
удовлетворяющие неравенству \г — 2 [ < 3? 

Модуль разности чисел г и 2, т. е. \г — 2|, означает 
расстояние от точки г\ = 2 до точки г, которое должно 
быть меньше 3. Поэтому проводим из точки 2 окруж- 
ность радиусом, равным 3 единицам; внутренние комп- 
лексные точки этого круга являются решениями неравен- 
ства \г — 2 1 < 3. 


Упражнения 


1. Записать короче следующие выражения: а) і + 1 + 1 + 1' 
б) 5/ — 9/ +12/; в) аі + Ы; г) 10/— 10/; д) аі + Ы — аі; е) аі — аі. 
Вычислить: 


2. а) (3 + 5/) + (2 + /); б) (7 - 5/) + (7 + 5/); 
в> (2 + 5/) + ( — 2 + 3/). 

3. а) (1+4/) + (-1-4/); б) (-6 + 3/) + (6 + 3/); 
в) (5 + 3/) +(12 + /). 

4. а) (— 7 + 2/) + (7 + 2/); б) (т + пі) + (х + уі); в) / + (а + Ы). 

5. а) (3 + 5/) -(2 + /); б) (7-5/) - (7 + 5/); 
в) (2 + 5/) -(-2 + 3/). 

6. а) 1 + 4/ - ( - 1 - 4/); б) -6 + 3/ - (6 + 3/); 
в) (5 + 3/) -(5-3/). 


7. а) (0,25-/) -(0,75 + 
в) (а + Ы) — /. 
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8. а) 5(2-3/); б) -3(1+0; в) /(4 + 50- 

9. а) -2(3-0; б) /(1-0; в) -0,5/ (1+ 2/). • 

19. а) (3 + 20(4-/); б) (1-0(2 + /); 

в) (0,2 -0,3/) (0,5 + 0,6/). 

11. а) (з + / З) (з — / }^3); _б) (а + ті) (2а — ті); 
в) (х - / У у) {-х - 2/ V у). 

12. а) (3 + 5/) (4-/); б) (6+ 11/) (7 + 3/); 

13. а) (Ѵз+іѴ~2)(.Ѵ З-іГг); б) (р - 2<?/) (Чр + ?/); 
в) (а — / У б) (а + 2/ ]/_/>). 

14. а) (а + іѴ~Ь) (а- іѴІ)-, б)_ (З + 2/ У 2) (З - 2/ >^1); 
в) (/ а + / К б) (Ка - / 

Разложить на пары комплексных множителей: 

15. а) х 2 + г/ 2 ; б) а 2 + 96 2 ; в) 4т 2 + 9я 2 , 

Ь 2 


16. а) а 2 + - 


б) р 2 + 1; в) 16 + 9. 


17. а) 25+1; б) 5; в) 65. 
Вычислить частные: 


18. а) 

19. а) 

20. а) 

21. а) 

22. а) 

23. а) 
в) 

24. а) 

25. а) 


; б) ; в) 8/; (-16/). 


21 ■ 


1 + 2 / * 
63+16/ 
4 + 3/ 


1 + / 
і 

1 + / 


V- 12 

: в) "1Г* 


в) - 


17 — 6/ 
3-4/ 


; б) 


і + / V з 


=-; в ) “7— 


5/ 


і — 20/ У 5 1+/У1 , 

==- : б) - ; в) 


у~2 - / у. 3 

т + пі 


7 - 2/ / 5 
1 -і 2 


1 - / / 3 


б) 


1 + / 


( 1 + /) 3 ’ • 1 - і 

1' 1 + а + / 1^1 — а 

/Г+0-//Г 

32 


+ 


1 


1 + ЪіѴ 7 
3 


-Г! б) ; 


1 + / ’ 

Ѵ~\ — а + / / 1 + а 

а У 1 — а — / У 1 + а 
21 


б) 7Г7- 


4 + 3/ У 6 
7 


— ; в) 


=-; в) 


У 2- 
10/ 


і У з' 


Ѵ2-/ " ' У5 + /УѴ ' 3 + / 

Возвести в степень: 

26. а) / 24 ; б) г 37 ; в) /**; г) ( — /) 10 ; д) ( — і)°; е) — і'°і 

27. а) / 21 ; б) / и ; в) I ю ; г) / 44 ; д) ч 58 ; е) / 13в . 

28. а) (2 -/У5) 2 ; б) (х '+ уі) 2 + (х - уі) 2 ; в) (1+/) 3 . 

29. а) (-0,5- 0,5/ /I) 2 ; б) (-1 + -і^| 3 ; 

■> У^Р-ЧЛ^Р-)'- 
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30. а) (4 + З/) 2 ; б) (2 — / Ѵ^З) 2 ; в) (1-/)>. 

Извлечь корень: 

31. а) ѴаІ; б) /5+ 12*. 32. а) /21+20/; б) /-13 + 84/. 

33. а) / 15 + 8/; б) /-77 + 36/. 

34. а) / 3,75 + 2/; б) /зЗм7 + /1^17. 

35. Построить точки, изображающие числа: а) 3 + 5/; б) 4 — /* 
в) —3 + 2/; г) —2—2/; д) 5; е) —4/; ж) 5/; з) 0,2 — 0,5/; и) — 5/ — 5І 

36. Как расположатся на плоскости изображения двух сопря- 
женных комплексных чисел? 

Найти модуль, и аргумент чисел: 

37. а) 1+/; б) 1—/; в) —1+/; г) —1 — /. 

38. а) /З + /; б) 5 + 2/; в) -2/; г) 3-3/. 

Представить в тригонометрической форме числа: 

39. а) /; б) -/; в) -3; г) у+ ‘ ^ . 

40. а) 3+2/; б) 3 + 4/. 41. а) 3-4/; б) 8 + 5/. 

42. а) 2 + 3/; б) -12 + 5/. 43. а) -2-7/; б) 4-3/. 

Построить слагаемые и сумму комплексных чисел: 

44. а) 3 + 4/ и 5 + 3/; б) 1—5/ и 2 + 3/; в) —4 + 2/ и 4 + 2Д 

45. а) 5 + 3/ и 3 + 5/; б) 1—3/ и 1+3/; в) —5 + 2/ и 5 + 2/. 

Построить уменьшаемое, вычитаемое *и разность комплексных 

чисел: 

46. а) 3 + 4/ и 2 + /; б) 7 — 2/ и 5 — 3/; в) 4 + 5/ и 5 + 4/. 

47. а) 3 + 6/ и 6 + 3/; б) 6 + 3/ и 3 + 6/; в) 1 — / и 3/. 

Вычислить произведения: 

48. 2 (соз 30° + / зіп 30°) ■ 3 (соз 30° + / зіп 30°). 

49. 2 (соз 30° + / зіп 30°) • 3 (соз 45° + / зіп 45°). 

50. 2 (соз 60° + / зіп 60°) • (соз 45° + / зіп 45°). 

51. (соз 30° + / зіп 30°) • (соз 15° + / зіп 15°). 

52. (соз 40° + / зіп 40°) • (соз 50° + / зіп 50°). 

Доказать, что 

53. (соз 30° + / зіп 30°) 2 = соз 60° + / зіп 60°. 

54. (соз 30° + / зіп 30°) 3 = /, т. е. соз 90° + / зіп 90°. 

55. (соз 60° + / зіп 60°) 2 = соз 30° + / зіп 30°. 

Вычислить: 

53. а) (соз 60°+ / зіп 60°) 3 ; б) (соз 25° + / зіп 25°) 3 . 

57. а) (соз 30° + / зіп 30°) 6 ; б) (соз 45° + / зіп 45°) 4 . 

58. /7. 59. Ѵ~і. 69. У 1 + /. 61. /Г^Т. 62. | Уі. 

5 _ 6 4 _ 

63. V \. 64. ѵ~\. 65. Ѵ-\. 

66. Изобразить в виде векторов следующие числа: 1,5; —2; $ 
•— 3 /; 2 + /; —2 + /; 2 -/; - 2 -/. 

67. Истолковать геометрически каждую из следующих операций 
на'д комплексными числами: 

1) (2 + 3/) + (— 1 +/); 2) (-4 + 2/)- (2-3/); 

3) 2/ • 3; _ 4) (1+2/)/; 

5) (1 + /).(1+Ѵ 3/); 6) (і-/3/) 2 . 

68. Найти действительные числа хи у из уравнений: 

1) 3 + 2 хі + 3 уі = 8/ + х — 2 у; 

2) (1 — /) х + (2 + /) у = 4 + 2/; 
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3) ~ + /с/ — 2 = 71 — ~ + у. 


69. Найти комплексные корни следующих квадратных уравнений: 

1) х 2 -6х + 13 = 0; 

2) 2х 2 + 5л: + 6 = 0; 

3) х 2 -2(1 +/)*: + (2/ - 1) = 0. 

70. Как расположены на плоскости комплексные точки г, для 
которых: 


1) ф = і; 2) 


Ф = 


3) ф = 1,2; 


4) | г | > 1; 5) |г|<5; 6) 2<\г\ <4; 

7) |г + 1 |<3; 8) |г-/|>2. 

71. Представить в показательной форме следующие комплекс- 
ные числа: 


1)2 + 3/; 2)1-/; 3) 2/; 

4) -V 3 + /: 5) -2; 6) і. 

72. Перевести в алгебраическую форму: 


— і і-_ { 

1) 2-е 8 ; 2) е 2 +‘; 3) 2 • е 4 . 

73. Пользуясь равенством а* = е х Іп “, а > 0 и а Ф 1 (проверьте 
логарифмированием), представить в показательной форме следую- 
щие числа: 

__і_ 

1) 2 3 '; 2) 3 2 ; 3) 5‘+ г ; 4) 10'“'. 

74. Вычислить значения тригонометрических функций комплекс- 
ного аргумента: 

1) соз (2 — /); 2) зіп (1 + 0,5/); 

3) соз + 3/| ; 4) зіп ( — 3/). 

75. Доказать справедливость равенств 

1 ) соз ( 2 і + г 2 ) = соз гі соз г 2 — зіп зіп г 2 ; 

2) зіп (гі + г 2 ) = зіп гі соз г 2 + соз 2 і зіп г 2 ; 

3) соз 2г =„соз 2 г — зіп 2 г; 

4) зіп 2г = 2 зіп г соз г. 

76. Показать, что корни квадратного уравнения ах 2 + Ьх + с=0 
при действительных а, 6, си отрицательном дискриминанте являются 
парой сопряженных комплексных чисел. 

77. Какова должна быть зависимость между хи у, чтобы про- 
изведение (х + уі) • (2 + 3/) было действительным числом? 

78. Доказать, что если г и г — пара сопряженных комплексных 
чисел, то г 3 и г 3 также взаимно сопряженны. 

79. Как расположены на плоскости хОу комплексные точки г, 
удовлетворяющие неравенству: 


I г | + 1о^ ( | г | + 1) < 1ог_і_ (2 1 2 | + 5)? 

2 2 1 
і 

80. Решить неравенства: 


— 2^< 2 Іо^Г 1 I х + 1 — і V 5 | < - Іо^з 2-1. 
7 


I 


ГЛАВА XVI 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПРЕДЕЛОВ 


§ 225. Примеры на повторение понятия функции 
и общих свойств функций 


Основные сведения о функциях были даны в гл. VI. 
Не повторяя данных ранее определений и формулиро- 
вок, рассмотрим ряд конкретных примеров, которые в 
своей совокупности охватывают все существенные мо- 
менты из учения о функциях в том объеме, как это пред- 
усмотрено программой. 

Пример 1. Дана функция / (х) = 2х 3 — - + 1. Вы- 


числить: і(±у. 



Показать, 


х = — 1 есть корень функции }(х). 


что 


число 



Так как /( — 1) = 2 • (— I) 3 — +1=0, то число — 1 

действительно является корнем функции Цх). 

Пример 2. Величина атмосферного давления 
р(кГ/см 2 ) в зависимости от высоты Іі (км) над уровнем 
моря изменяется по закону р = е _0 ’ 12Л . Найти давление 
на высоте Н — 10 км. 
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Пользуясь таблицей, приведенной в конце книги, на- 
ходим е~°' і2 • 10 = е _1 > 2 яз 0,3012 я» 0,3. 

Таким образом, атмосферное давление на высоте 
И = 10 км приблизительно равно 0,3 кГ/см 2 . 

Пример 3. Выразить площадь прямоугольного 
треугольника с постоянной гипотенузой, равной с, как 
функцию острого угла а. При каком а площадь достиг- 
нет наибольшего значения. 

Если обозначим катеты через а и Ь, то 8 = ~ , но 
а = с 5Іп а, Ь = с соз а, а потому 

^2 р2 

3 = зіп а соз а = -г- зіп 2а. 

2 4 


Итак, искомая функция 5=-^-зіп2а. Площадь бу- 
дет наибольшей, если зіп 2а = 1, т. е. при а = 45°. Таким 
образом, при постоянной гипотенузе наибольшую пло- 
щадь имеет равнобедренный прямоугольный треуголь- 

ник; эта наибольшая площадь равна 

Пример 4. Найти область определения каждой из 
следующих функций: 

1 ) У = 1/2 — 1е (4-х); 

2) у = агсзіп^Д; 

3) у = І8Х + сі%х. 

1) Функция /2 — 1§(4 — х) определена при вся- 
ком х, удовлетворяющем системе неравенств 

| 2-1 е (4-*)>0; 

1 4 - х > 0, 

или 

Г 1в(4-*)<2. 
і х<4. 


Решая эту систему, находим — 96-<х<4. Область 
определения есть полуотрезок [ — 96, 4). 

х — 3 

2) Функция агсзіп определена при всяком х, 

\ х-3 


удовлетворяющем неравенству 


1/1 


^ 1 , что равносиль- 
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но двойному неравенству — или — V 2 ^ 

<1* — 3^\/2. Прибавляя ко всем_частям неравенств 
по 3, получим 3— \/2<[х^З+|/2. Область опреде- 
ления данной функции есть отрезок [З— ]/2, 3+\^2]. 

3) Функция {§х + сІд;х определена при всех значе- 
ниях аргумента, для которых созх^О и 5Іпх=^=0; сле- 
довательно, х ф у (2к + 1) и хФпк. Таким образом, об- 
ласть определения есть вся числовая ось, за исключе- 
нием точек х = -тг (2&.+, 1). где к = 0, ±1, ±2, ±3, и то- 
чек х = пк (к = 0, ±1, ±2, ...)• По-другому можноска- 
зать, что область определения состоит из бесконечного 
множества промежутков: 


.... (О, 5)* (1* л )> (я, я), ... 

Пример 5. Показать, что: 1) функция Дх) = 


е х + е~ 


четная; 2) функция ср (х) = 

о-Х _|_ е х 


нечетная. 


1 ) П-Х): 


!(Х). 


Полученное равенство Д — х) = Дх) и доказывает чет- 
ность функции (см. определение четной функции). 


2) <р(- х) = 


- ф (х). 


2 2 

Из равенства ф( — х) = — ф(х) следует нечетность функ- 
ции ф(х) (по определению нечетной функции). 

Пример 6. Доказать, что: 1) функция Дх) = 

= имеет наименьшее значение при х = У, рав- 


ное 1; 2) функция ф(х) = 


е — е~ 


монотонно возрастает 


на всей числовой оси. 

1) Представим Дх) в следующем виде: 

2 

е л +е 


Пх) — 


(проверьте!). Выражение 


_.[(,Т_ Г Т) +2 ] 
) 


^0 (квадрат дейст- 


( — - 
: \е 2 — е 

вительного числа есть число неотрицательное), а потому 
сумма, заключенная в квадратные скобки, не меньше 2. 
Эта сумма примет значение, равное 2, если первое 
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слагаемое 

Тогда 



х\2 

2 ) = 0 , 


что имеет место при х — 0. 


/(0) = /наи м = 4[° + 2 )= 1 - 


2) Чтобы доказать монотонное возрастание функции 
ф(*) = 2 на всеа числовой оси, достаточно убе- 

диться в том, что для любых двух значений аргумента 
Хі и х 2 , где х 2 >Х\, имеет место неравенство ф(* 2 ) >ф(*і) 
(т. е. большему значению аргумента соответствует боль- 
шее значение функции), что равносильно неравенству 
ф(.*Д — ф(*і) > 0. Справедливость этого неравенства и 
будем доказывать. Имеем: 


ф(*2)~ ф(*і) = - 


і е 




= 4 - [е Хі - е~ Ха - е х ' + е~ х <] = 4- [{е Ха - е х ~) + (е~ х ' - е ~ х )]. 


Первая из разностей в скобках положительна, так как 
из х 2 > Хі следует, что е Хг >е Хі (см. § 159). Второе сла- 
гаемое в квадратных скобках, т. е. е~ х ' — е~ х \ также 

положительно, так как е~ х '~ е~ Хг = — — >0 (из двух 

е х 1 е Ха 

положительных дробей с одинаковыми числителями та 
больше, знаменатель которой меньше). Из сказанного 
следует, что выражение в квадратных скобках есть поло- 
жительное число при всяком х 2 > Х\. 

Итак, ф (х 2 ) — ф(хі)>0, или ф(х 2 ) > ф(*і)> что и тре- 
бовалось доказать. 

Пример 7. Доказать, что график четной функции 
симметричен относительно оси ординат, а график нечет- 
ной функции симметричен относительно начала коор- 
динат. 

Пусть /( — х)=/(х), тогда любым двум противопо- 
ложным значениям аргумента х у — х соответствует од- 
но и то же значение функции у, т. е. точки М(х\ у) и 
Мі ( — х; у) симметричны относительно оси ординат, 
а так как множество всех таких точек образует график 
функции, то отсюда и следует его симметрия относитель- 
но оси Оу. 

В случае нечетной функции имеем равенство /( — х) =» 
= — !(х) или равносильное ему равенство — /(— х) = 
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= ((х). Всякой точке М(х\у) на графике соответствует 
точка Л4Д — х\ — у) на том же графике. Такие две точки 
симметричны относительно начала координат О, так 
как отрезок ММ\ проходит через начало координат О 
и делится в точке- О пополам (сделайте чертеж и дока- 
жите геометрически). 

Пример 8. Дана функция у(і) = 2 зіп (Юл/ — 0,3). 
Найти: 1) период этой функции; 2) наименьший ее по- 
ложительный корень. 

1) Пусть период равен Т. Тогда согласно определе- 
нию периода (см. § 1 12) для всякого числа / должно 
иметь место равенство 

у(і + Т)=у(1), (1) 

или 2 зіп [Юл (/ + Т) — 0,3] = 2 зіп(10л/ — 0,3), что равно- 
сильно обращению в нуль разности: 

зіп [Юл (/ + Т) — 0,3] — зіп (Юл/ — 0,3) = 0. 

* и 

Левую часть равенства можно преобразовать в произве- 
дение по формуле зіп х — зіп у = 2 зіп соз — ■ * 11 ■ . По- 

лучим: 

2 зіп 5лГ соз [Юл/ — 0,3 + 5л Т] = 0. 

Второй сомножитель соз [Юл/ — 0,3 + 5л Т] не может 
быть тождественно (при любых значениях /) равен 
нулю. Следовательно, зіп5лГ = 0, 5лГ = лк, 5 Т = к. Но 
так как период — это наименьшее число, удовлетворяю- 
щее соотношению (1), то к = 1, откуда Т = 

2) Для отыскания корня функции у(і) решим урав- 
нение 

2 зіп (Юл/ — 0,3) = 0, 

откуда Юл/ -0,3 = 0; / = -М. = Ш » 0,0095. 

В дополнение к тому, что сказано в § 48 о способах 
задания функции, следует добавить, что, помимо таб- 
личного, аналитического и графического способов, суще- 
ствуют и другие способы задания. Так, например, функ- 
цию можно задать каким-нибудь словесным правилом, 
по которому можно каждому числу х поставить в соот- 
ветствие другое число у. 
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Например, определим функцию Е(х ) следующим 
правилом: значение функции равно наибольшему це- 
лому числу, содержащемуся в аргументе х и не превосхо- 
дящему его. На основании этого правила имеем: 
Е (3,2) = 3; Е ( — 1,5) = — 2; Д(5) = 5; ^ (0,8) = 0 и т. д. 
Е(х) принимает (согласно определению) лишь целые 
значения. Этой функции дано специальное название 
«антье от х», происходящее от французского слова «це- 
лое». В математической литературе встречается и другое 
обозначение этой функции, например [х]. Постройте са- 
мостоятельно график функции Е(х). 

Для выработки навыков в решении примеров, подоб- 
ных разобранным в этом параграфе, в конце этой главы 
дано достаточное количество упражнений; свободное 
владение этим материалом поможет вам лучше усвоить 
элементы теории пределов, что является основным со- 
держанием данной главы. 

§ 226. Некоторые приемы построения графиков функций 

При построении графика квадратного трехчлена у=ах 2 +Ьх+с , 
а также функции у=А ■ 5іп(кх+а) мы пользовались одними и теми 
же приемами. Сформулируем общность -этих приемов. Это позволит 




применять их и в других случаях, т. е. при построении графиков не- 
известных нам пока функций. 

1) Если нам известен график функции у = Цх), то график функ- 
ции у = І(х) + с получается из графика исходной функции сдвигом 
в направлении оси ординат Оу на | с | единиц вверх, если с > 0, и 
вниз, если с < 0 (рис. 140). 

2) Если у=* (х), то график этой функции можно получить 

из исходного растяжением всех ординат в т раз, если т > 1 

(рис. 141), и сжатием их в раз, если 0 < т < 1 (рис. 142). При 

т < 0, если | т |> 1 (соответственно \т |< 1), производится сначала 


растяжение ординат в | т | раз ^соответственно сжатие в раз|, 

а потом график подвергается зеркальному отражению относительно 
оси Ох. » 

3) у = І(х — а). Этот график получается из графика у = [(х) 
сдвигом в направлении оси Ох на | а 1 единиц масштаба вправо, 
если а > 0, и влево при а < 0 (рис. 143). 




■4) График функции у = ^(кх), к > 0, можно получить, если все 
абсциссы графика у = !(х) уменьшить в к раз, оставив ординаты 
без изменения. При к < 1 фактически абсциссы будут увеличены 



в -г раз. Примером может служить график у. = зіп 2х, полученный 


из графика у — зіп х (§ 138). 

5) График функции (/ = 1Дх)І можно получить из графика 
у = [(х), если дуги кривой, лежащие под осью абсцисс, зеркально 
отразить относительно оси Ох (рис. 144). 

2х I 

Пример. Построить график функции у = - ^ . 
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Данная функция определена на всей числовой оси, кроме точки 
х = 1- Преобразуем дробное выражение для чего разделим 

О 

числитель на знаменатель. Получим г/ = 2-1 — (проверьте!). 

т х— I 

Теперь можно догадаться, что для построения графика задан- 
ной функции надо взять за основу график функции т. е. 

гиперболу. 

Произведем над гиперболой у = — - следующие операции: 

1) Сдвиг в положительном направлении оси Ох на одну еди- 
ницу масштаба; новому положению гиперболы относительно коорди- 
натных осей соответствует уравнение у = — р, 

2) Растяжение всех ее ординат в три раза, тогда новое урав- 
нение примет вид у = — - — . 

' х — 1 

3) Сдвиг в положительном направлении оси Оу на две единицы 
масштаба (рис. 145), что приведет к графику функции 


у — 2 + 


х-1 


или у — ■ 


2х+ 1 
х-1 


Рассмотренный нами пример есть частный случай функции вида 

.. ах + Ь а 

У = п Рн**=-7- 

Эта функция называется дробно-линейной, так как представляет 
собой отношение двух линейных функций. Можно в общем виде по- 
казать (аналогично тому, как это сделано в рассмотренном выше 
примере), что графиком дробно-линейной функции является гипер- 
бола. 


§ 227. Элементарные функции 

В заглавии этой книги написано «Алгебра и элемен- 
тарные функции». У читателя должен возникнуть есте- 
ственный вопрос: что такое элементарная функция? Ведь 
об этом в данной книге до сих пор не сказано ни еди- 
ного слова. В действительности это понятие нельзя было 
определить, пока не были изучены основные функции. 

Основными элементарными функциями принято счи- 
тать: 

О У — С, где С — действительное число; 

2) степенную функцию у = х а , а — действительное 
.число; 

3) показательную функцию у = а х (а > 0 и аф\)\ 

4) логарифмическую функцию у = \оц а х (а > 0 и 
аф 1 ); 
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5) тригонометрические функции: зіпх, соз х, {§ х, 
сі§а-; 

6) обратные тригонометрические функции: агсзіп х, 
агссозх, агсідх, агссі^л:. 

Изучению перечисленных выше функций было отве- 
дено значительное место в этой книге. Функции, полу- 
чающиеся из основных элементарных функций с помо- 
щью четырех арифметических действий и операции 
взятия функции от функции, называются элементарными , 
К ним, в частности, относятся: 

1) линейная функция у = ах + Ь; 

2) квадратическая функция у = ах 2 + Ъх + с\ 

3) функции: а) У 2 • 2 х соз х,, б) ■ ' у и множество 

других.- 

Элементарные функции находят широкое примене- 
ние в науке и технике. 


§ 228. Свойства абсолютных величин 


В предыдущих главах нам уже приходилось иметь 
дело с абсолютной величиной действительных чисел. 
Вспомним, что абсолютной величиной действительного 
числа а называется само число а, если оно, неотрица- 
тельно, и противоположное число ( — а), если число а от- 
рицательно: 



Например, |— 5| = 5; ) 12 1 = 12. 

Свойство 1. Абсолютная величина суммы не 
больше суммы абсолютных величин слагаемых-. 


| а + Ь | < | а | + | Ь | . 


Знак равенства может иметь место только в тех случаях, 
когда оба слагаемых одинаковы по знаку. 

Примеры. 1) | (—2) + (—8)| = |—2| + |—8|, 10=10; 

2) |15+( — 3) | < 1 15 1 + | — 3 1 , 12 < 18. Это свойство 
распространяется на любое конечное число слагаемых. 

Свойство 2. Абсолютная величина разности двух 
действительных чисел не меньше разности абсолютных 
величин этих чисел-. 



Примеры. 1) | 15 — 9 ] = 1 15 [ — 1 9 1 , 6 = 6; 
2) |3 — (— 1) | >|3| — |— 1 1, 4 > 2. 
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§ 229. Предел последовательности 

Начальные сведения о последовательностях были со- 
общены в § 141. Рекомендуется учащемуся перед изу- 
чением этого параграфа прочесть все сказанное ранее 
о последовательностях. Вначале рассмотрим примеры на 
нахождение предела последовательности. 

Пример 1. Пусть общий член последовательности 

х „ = 7ГГГ ; при п = 1, 2, 3, 4, 5, .... 100, ... , 1000, . . . 
получим первые члены последовательности: 

_! _2 _3 4 _ 5 «■ 100 1000 

2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 ; • • •* 101 .1001 ’ - ‘ ' 

Замечаем, что с возрастанием номера члена последо- 
вательности величина общего члена все ближе и бли ке 

подходит к числу 1. Так, например, 100-й член Моз = у|у[ 
отличается от 1 на 1000-й член *іооо — щу отличается 
от 1 на и т. д. Можно уже предвидеть, что сто- 
тысячный член будет отличаться от 1 на 100 * 0и1 < 10~' . 

В этом примере мы видим, что разность между чис- 
лом 1 и общим членом последовательности по абсолют- 
ной величине делается и остается сколь угодно малой 
в процессе неограниченного возрастания номера члена; 
в таком случае говорят, что последовательность стре- 
мится к пределу, равному 1. 

Пример 2. х п = 2 + (—1)” (уг)” • 

Выпишем первые члены последовательности, давая п 
значения 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . : 


3 

г. 1 

х з — 1 

7 _ 

и 

II 

>7 

* 2 = 2 т ; 

Т ; 

у — 2 — • 

х 4 16 , 

і 31 

* 5 32 ’ 

х 6 = 2 

і 

64 * 

Легко заметить, что 

величина 

членов 

последовательно 


сти колеблется около числа 2, отклоняясь от него в ту 
или другую сторону все меньше и меньше по мере воз- 
растания номера членов последовательности. Убедимся 
в том, что это отклонение сделается сколь угодно ма- 
лым прті достаточно больших номерах членов последо- 
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вательности. Потребуем, например, чтобы обнаружился 
тот член последовательности, начиная с которого откло- 
нение от числа 2 делается меньше 10~ 5 , т. е. \х п — 2|< 
< ІО- 5 : 


или 


2 + ( — 1)” (у)" ~ 2 | < Ю -5 , 

(у) Л <КГ 5 , 2~ п < ІО -5 . 


Решим это показательное неравенство относительно п : 
— «1§2< — 5, /г1§2>5, 


п> 


1§2 0,3010 


16,6. 


Таким образом, начиная с номера п — 17, все дальней- 
шие члены будут отличаться от числа 2 меньше чем на 
Ю -5 . Очевидно, что если мы назначим еще меньшее от- 
клонение, например отклонение е = ІО- 20 , то, рассуждая 
по предыдущему, найдем, что п > 66,4, т. е. 67-й член уже 
отвечает поставленному условию. 

Определение. Число а называется пределом по- 
следовательности {х„}, если для любого сколь угодно 
малого положительного числа е можно указать такой 
номер N члена последовательности, начиная с которого 
абсолютная величина разности \х п — а\ делается и оста- 
ется при дальнейшем возрастании п меньше числа е, 
т. е. если 

\х п — а |<е при п^ N. 

Если а — предел последовательности {х п }, то пишут: 

Пт х п = а, или х п -+а при п->о о. 

/2 -> оо 


§ 230. Геометрическая иллюстрация приближения 
последовательности к пределу 

Условимся называть е- окрестностью (читается «эпси- 
лон-окрестность») числа а множество действительных 
чисел, удовлетворяющих неравенству \х — а | < е, т. е. 
двойному неравенству 

а — е <х < а _+_ е, 

где е > 0. 
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Например, если а = 3, е = 0,1, то е-окрестность чи- 
сла 3 есть промежуток (2,9; 3,1). 

Геометрически е-окрестность числа а (или говорят 
еще — точки а) представляет собой интервал (а — е, 
а + г) (рис. 146). 

*Г- 4 х з х„ х 4 

Н 1 1 1 1 1 1 і *- 

а-е а а+е х 

Рис. 146. 

Теперь легко получить геометрическую иллюстрацию 
того факта, что число о является пределом числовой по- 
следовательности. Именно, если члены последователь- 
ности изобразить точками числовой оси, то какую бы 
е-окрестность точки а мы ни взяли, начиная с опреде- 
ленного номера, все члены последовательности попадают 
в эту е-окре.стность и из нее уже не выходят, продолжая 
накапливаться около точки а, изображающей предел 
числовой последовательности. 

§ 231. Предел функции 

Исследуем изменение функции }(х) = 0,5а 2 + 3, когда 
аргумент х неограниченно приближается к значению 
х — 2, не делаясь равным 2(х^2), что принято обозна- 
чать: х-*2 («икс стремится к 2»), 

Приближаться к 2 можно разными способами. На- 
- пример, аргумент х может принимать значения 

1,5; 1,9; 1,99; 1,999; ... 

или значения 


2 , 2 ; 2 , 01 ; 2 , 001 ; ... 

Приведенная ниже таблица показывает, что значе- 
ния данной выше функции приближаются к числу 5. 


X 

1,5 

1.9 

1,99 

1,999 

2 

2,001 

2,01 

2,2 

У 

4,125 

4,805 

4,980 

4,998 

5 

5,002 

5,02 

5,42 


Покажем, что значения функции как угодно мало 
будут отличаться от числа 5, если только х достаточно 
близок к 2(х ф 2). 
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Назначим малое положительное число е, например 
е = 0,001, и спросим себя: как мала должна быть 
б-окрестность точки 2, чтобы при любом значении х из 
этой окрестности (2 — 6,2 + 6) имело место неравен- 
ство 

|/(х)-5 |<0, 001? 

Перепишем это неравенство для нашей функции: 

| 0,5л: 2 + 3 — 5 | <0,001, 

0,5 1 лс 2 — 4 | < 0,001, 

| л: 2 - 4 | < 0,002, 

откуда 

— 0,002 < л: 2 — 4 < 0,002, 

3.998 < х 2 < 4,002 

(после прибавления ко всем членам неравенства по 4), 
или 

1.999 <х< 2,001, 

т. е. 

2 — 0,001 <х<2 + 0,001. 

Следовательно, достаточно положить б = 0,001. 

Итак, мы нашли такую малую окрестность точки 
х — 2, что любому значению аргумента х из этой окрест- 
ности соответствуют значения функции, отличающиеся 
от числа 5 меньше чем на 0,001. 

Определение. Число А называется пределом 
функции /( х ) при х-+а, если для всякого положитель- 
ного числа е > 0 можно указать такую 6-окрестность 
(дельта -окрестность) точки а, что как только \х — о|<8 
( хфа ), то |/(л:) — Л|<е. 
х Это записывают так: 

Пт/(л:) = Л или / (х) -» А (х -» а). 

х->а > 


§ 232. Бесконечно малая функция 

Особо важную роль в математике играют функции, 
предел которых равен нулю. 

Определение. Функция /(%) называется беско- 
нечно малой функцией (или бесконечно малой величи- 
ной) при х-*а, если Ііш / (х) = 0 при х—*а. 
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Пример. Покажем, что функция / : (лг) = ж 2 — 4 при 
х —>■ 2 есть бесконечно малая функция. Согласно опре- 
делению предела, достаточно убедиться в том, что зна- 
чения функции по абсолютной величине могут быть 
сделаны меньше всякого, как угодно малого, положи- 
тельного числа е, если только значения аргумента х до- 
статочно близки к числу 2 (т. е. берутся из соответ- 
ствующей 6-окрестности числа 2). 

Пусть 

\х 2 — 4|< 8, 

откуда 

—е < х 2 — 4 < е. 

Прибавляя ко всем частям неравенств по 4, получим: 

4 — е < х 2 < 4 + е. 

После извлечения квадратного корня из всех частей 
неравенств имеем: 

Ѵ^4 — е <х< У 4 + е; 

дри е = 0,01 

1/3^9<д:< У'4~0Т; 1,997 <х < 2,002, 

Т. е. 6 = 0,002. 

§ 233. Бесконечно большая функция 

Пример 1. Показать, что функция натурального 
«аргумента }(п) = 2 п способна сделаться и оставаться 
больше любого положительного числа М, как угодно 
большого. Значения данной функции, расположенные 
и порядке возрастания аргумента п, образуют числовую 
последовательность, которая является геометрической 
ирогрессией. 


п 

1 

2 

3 

4 

5 

... 

/(») 

2 

4 

8 

16 

32 

... 


Назначим сами себе какое-нибудь большое положи» 
тельное число, например М = 10 8 (сто миллионов). Най* 


дем номер члена последовательности, начиная с кото- 
рого постоянно будет выполняться неравенство 

2 П > ІО 8 . 


Решим это неравенство, считая неизвестным п. Логариф 
мируем по основанию 10: 


откуда 


л1§2>8, 



п> 


1&2 


26,6. 


Таким образом, 27-й член прогрессии и все дальнейшие 
члены превзойдут по величине число ІО 8 . Очевидно, что 
если назначать наперед другое число, например М= 10 30 , 
то все равно найдется член последовательности, начиная 
с которого 2" > Ю 30 ; именно, 100-й член и следующие 
за ним члены удовлетворяют этому неравенству.. 

Пример 2. Исследовать изменение функции 

/(*) = Л"=Г2 П Р Н х—>2. 


Будем, например, давать аргументу х последова- 
тельные значения: 2,1; 2,01; 2,001; '2,0001; ... (заметим, 
что каждый член этой последовательности больше, 
чем 2; в таком случае говорят, что х стремится к 2 
справа), тогда соответствующими значениями функции 
І(х) будут: 10, 100, 1000, ... Если теперь х = 1,9; 1,99; 
1,999; ... (т. е. х стремится к 2 слева), то соответствую- 
щими значениями функции будут: — 10, — 100, — 1000, . . . 
Это показывает, что значения функции по абсолютной 
величине неограниченно возрастают. 

Действительно, если мы потребуем., чтобы абсолют- 
ная величина функции удовлетворяла неравенству 


то, решая это неравенство, найдем: 

I х — 2\< 10~ 5 , 


Т- е. значения х должны быть взяты из промежутка 
1,99999 < х <2,00001. 

Определение. Функция {(х) называется беско- 
нечно большой функцией (или бесконечно большой 
величиной) при л - —» а, если ее значения, взятые по 
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абсолютной величине, превосходят любое, наперед задан- 
ное, положительное число М, как только значения аргу- 
мента х попадают в достаточно мелую окрестность 
точки а; при этом пишут: 

Пт /(х) = оо. 

х-*а 

Короче, Пт/(х) = оо, если для любого М>0 най- 
дется такое 6 > 0, что |/(х) | > М при а — 6 < х < а + б. 

Таким образом: 1) общий член последовательности 
I {п) = 2" есть бесконечно большая величина, когда но- 
мер члена неограниченно возрастает, что записывают 
так: 

Пт 2 п = оо; 

о 


2) функция / (х) = х ]_ 2 — бесконечно большая при 
х — > 2 (х Ф 2): 


Пт 

х-*2 


1 


х — 2 


оо. 


В тех случаях, когда важно отметить и знак бесконечно 
большой функции, пишут перед символом оо соответ- 
ственно знак плюс или минус. Например, для функции 


х — 2 


Пт 

Х->2+0 


х — 2 


+ оо. 


Здесь обозначение х— >-2 + 0 заменяет фразу «х стре- 
мится к 2 справа», т. е. оставаясь больше 2; х— >2 — 0 
означает приближение к числу 2 слева. 

Отметим, что нельзя функцию заранее объявить ни 
бесконечно малой, ни бесконечно большой, если не ука- 
зано, при каком изменении аргумента х рассматривается 
эта функция. Например, функция Дх) = (х— I) 2 есть 
бесконечно малая, если х — *■ 1 , но эта же функция есть 
бесконечно большая, если х неограниченно возрастает» 

1) Пт (х— 1 ) 2 = 0, '■ 


2) Пт (х — I) 2 - оо. 

Х-+оо 
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§ 234. Связь между бесконечно малой и бесконечно 
большой величинами 


На примере функции У ~~ ^ поясним связь между 

бесконечно малой и бесконечно большой величинами. 
Если х — > 0 ( х — бесконечно малая), то обратная вели- 
чина — есть бесконечно большая функция, или беско- 
х 

нечно большая величина. На- 
глядно это иллюстрируется на 

правой ветви гиперболы У — ~ 

(рис. 147): при движении точ- 
ки М по кривой справа нале- 
во абсцисса х— »0 (х — беско- 
нечно малая), обратная ей ве- 
личина —■ = у, т. е. ордината 
кривой, при этом растет неог- 
раниченно: — — >оо,и наобо- 
рот, при движении точки М 
по кривой слева направо абс- 
цисса х— *оо, а ордината у = -^-> 0. Таким образом, 

величина, обратная бесконечно малой, есть бесконечно 
большая, и наоборот. 

Другой пример: і^х при х-э-у есть бесконечно 

большая величина; обратная ей величина, т. е. відх=» 
1 я 

ст Р емится к Н У ЛЮ при х-*-^. 

§ 235. Свойства бесконечно малых функций 


У 

1 


\у=і 


\м 

- 

іД"~ «м 



\ 

Рис 

. 147. 


Для упрощения записей введем сокращенные обо- 
значения: бесконечно малые функции а(х), р(х), у(х)‘ 
будем впредь обозначать просто через а, р, у, помня, что 
эти три функции зависят все от аргумента х и что бес* 
конечно малыми они делаются только тогда, когда аргу-. 
мент х стремится к определенному числу а(х— *а). 

Свойство 1. Алгебраическая сумма конечного 
числа бесконечно малых функций есть функция беско- 
нечно малая. Если 

а— >0, р— ►О, у-* 0, 
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то, например, 


(а — р + у)->0. 


Или в другой записи: 

1 і т (а — р + у) = 0. 

а->0 

Р->0 

Ѵ-»0 

Действительно, чтобы алгебраическая сумма (ос — р + у) 
сделалась по абсолютной величине меньше любого на- 
перед заданного положительного числа е, сколь угодно 
малого, нужно только потребовать, чтобы 


|а|<|, 
I -РІ<|, 
ІѵКу> 


( 1 ) 


что вполне возможно, иначе ос, р и у не были бы бес- 
конечно малыми. Складывая неравенства (1), получим: 

|а| + | — Р I + 1 у I < е, 


а потому подавно (см. § 228) 

|а-р + у |<е *). 

Остальные свойства доказывать не будем, а только 
поясним их смысл на примерах. 

Свойство 2. Произведение бесконечно малой 
функции на ограниченную есть бесконечно малая 
функция. 

Функция І(х) называется ограниченной в некоторой 
окрестности точки х = о, если существует такое поло- 
жительное число М, что для всех точек х из этой окрест- 
ности значения функции }(х), взятые по абсолютной 
величине, меньше числа М: 

\Пх)\ <м. 


Свойство 2 коротко записываем так: если а— >-0 и 
|/ (х) | < М, то а Д(х)— >• 0.* 


*) Имеется в виду, что неравенства (1) выполняются соответ- 
ственно в некоторых 6|-, бг- и 63-окрестностях точки а. Результи- 
рующее неравенство выполняется, следовательно, в наименьшей из 
этих трех окрестностей. 
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Примеры. 1) функции зіпх и созх ограничены 
в окрестности любой точки их области определения (вся 
числовая ось), так как 

| зіпх |< 1,1; [ соз х | < 1,1. 


Здесь за М взято число 1,1, но вообще может быть 
взято любое другое число, большее 1. 

Согласно свойству 2 мы можем утверждать, что 
произведение (х — 3) зіп х -> 0, если х-+3, так как 
(х — 3)— *0 при х— >3, а зіп лг — ограниченная функция. 

2) Функция ' х _2 не является ограниченной 

в окрестности точки х = 2, но в достаточно малой 
окрестности любой другой точки, например точки х = 5, 


она ограничена, так как 


< 


для всех значе- 


х — 2 

ний х из промежутка (4,5; 5,5). 

Следствие. Всякая постоянная величина ограни- 
чена сама собой, а потому произведение постоянной на 
бесконечно малую есть величина бесконечно малая. На 
этом основании можно писать, что 


Пт 100я созх 

П 


О, 


так как созх— » О при х— > тг» т. е. созх — бесконечно 

малая величина в окрестности точки х = у; 100я — по- 
стоянная, а потому произведение 100л созх есть вели- 
чина бесконечно малая. 


§ 236. Теоремы о пределах 

Доказательства теорем о пределах основаны на сле- 
дующем очевидном положении: всякая переменная, стре- 
мящаяся к пределу, может быть представлена в виде 
суммы ее предела и некоторой бесконечно малой. Это 
вытекает из самого определения предела: если г-* А, 
т. е. число А есть предел г , то в процессе неограничен- 
ного приближения разность г — А делается сколь угод- 
но малой по абсолютной величине, т. е. эта разность есть 
бесконечно малая: 

г — А = а, или 2 = А + а. 


14 Р. А. Калнив 


. і 
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Обратно: если переменная величина г представлена 
в виде суммы «постоянная + бесконечно малая», то по- 
стоянная А есть предел переменной г. 

Теорема 1. Предел алгебраической суммы двух 
или нескольких переменных равен алгебраической сум- 
ме пределов слагаемых. Здесь и далее имеется в виду, 
что такие пределы (слагаемых, сомножителей и т. д.) 
существуют. 

Доказательство. Дано: 

2 —* А, у—* В, и—* С. 

Докажем, например, что 

(г + у — и) -+ А + В — С. 


Если а, р, у — бесконечно малые, а г, у, и — функции 
аргумента х, то можем написать: 


2 = А + а, 

~ У = В + р, 
ы = С + у, 

г + у — и — А + В — С + ( а + р — у). 


( 1 ) 

(2) 


Равенство (2) получено из равенств (1) сложением 
первых двух и вычитанием третьего. 

Левая часть равенства (2) есть переменная вели- 
чина, правая часть представляет сумму постоянной 
{А + В — С) и бесконечно малой (а + р — у), а по- 
тому эта постоянная есть предел переменной величины; 

{г + у — и)—*А + В — С, 
или в другой записи: 


Нт (2 +у — и) = Ііш 2 + Ііт у — Ііт и =» А +; В — С. 


Остальные теоремы о пределах только сформулируем, 
предостардяя их доказательства самому читателю. 

Теорема 2. Предел произведения двух или не- 
скольких переменных равен произведению пределов от- 
дельных множителей: 


\т{гуи) Ііт г - Нт у- Ііт и = А- В -С, 

или 

гуи-> АВС к 
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Следствие. Если одна из переменных величин 
есть постоянная, то 

\\т{Му) = М Ііш у = МВ, 

так как предел постоянной равен самой постоянной. 
Постоянный множитель можно выносить за знак пре- 
дела. 

Пример. Ііш (х 2 + 3)(Зх-|-2) = Пт (х 2 + 3) Пт (Зх + 2) = 

х ->1 х -*1 х ->1 

= (Пт х 2 + 3)(3 Птх + 2) = (1 + 3) (3 • 1 +2) = 20. 

х -*\ х ->1 

Теорема 3. Предел частного двух переменных ра- 
вен частному пределов делимого и делителя, если пре- 
дел делителя не равен 0. 



Теорема 4. Предел степени переменного равен 
той же степени предела основания: 


Пт (г п ) = (Нт г) п . * 

Примеры. 1) Пт х 3 = (Пт х) 3 = 2 3 = 8} 

Х -»2 х -»2 

± 1_ 

2) Пт ]/2х — 3 = Пт (2х — З) 2 = [Пт (2х — З)] 2 =» 

х-»6 х->Ъ 

і 

= (2 • 6 - З) 2 - 3 . 

Теорема 5. Если переменная г заключена между 
двумя другими переменными у и и, стремящимися к об- 
щему пределу, то г стремится к тому же пределу. 

Если у <г < и и у-* В, и-* В, то г-* В. Можно на- 
глядно истолковать смысл этой теоремы: на рис. 148 
изображены графически три функции аргумента х. 

14 * 
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График функции г = г(х) заключен между графиками 
У~У( Х ) и и — и(х)\ если х-*а, то ординаты уни 
стремятся к пределу В; тогда ясно, что ордината сред- 
ней кривой г = г(х) стремится к тому же пределу В. 

§ 237. Признак существования предела 
последовательности 

Во многих случаях при отыскании предела последо- 
вательности важно знать, что такой предел существует 
независимо от того, умеем мы его находить или нет. 

Чтобы сформулировать признак существования пре- 
дела, дадим сначала некоторые определения. 

Последовательность называется ограниченной сверху, 
если все члены ее меньше одного и того же числа. 

Аналогично последовательность называется ограни- 
ченной снизу, если все члены ее больше одного и того 
же числа. 

Примеры. 1 ) Последовательность а п — 2 — огра- 
ничена сверху числом 2 или любым числом, большим 2; 
а п < 2 при всех п, 

2) Последовательность х п — 2 + -^ ограничена снизу 

числом 2 “или любым положительным числом, мень- 
шим 2: 

х п > 2 при всех п. 

Последовательность называется монотонно возра- 
стающей, если всякий ее член больше любого предыду- 
щего (или равен ему). 

Последовательность называется монотонно убываю- 
щей, если всякий ее член меньше любого предыдущего 
(или равен ему). 

Из последовательностей, приведенных в примерах 
этого параграфа, первая является монотонно возрастаю- 
щей, а вторая — монотонно убывающей. 

Сформулируем теперь признак существования пре- 
дела последовательности. 

Монотонно возрастающая последовательность, огра- 
ниченная сверху, имеет предел-, точно так же монотонно 
убывающая последовательность, ограниченная снизу, 
имеет предел. 
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§ 238. Длина окружности как предел 


Построим окружность единичного радиуса и в нев 
впишем, а также около нее опишем квадраты (рис. 149). 
Затем путем удвоения числа сторон построим правиль- 
ные вписанные и описанные восьмиугольники, шестна- 
дцатиугольники и т. д., считая этот процесс продолжаю- 
щимся неограниченно. Тогда последовательность, со- 
ставленная из периметров вписанных многоугольников 
р Ь Р 2 , Рз, • • • , есть монотонно 
возрастающая последователь- 
ность, ограниченная сверху. 

Периметр правильного Впи- 
санного квадрата меньше пе- 
риметра правильного вписан- 
ного восьмиугольника, т. е. 

Р\ < Р 2 , так как сумма двух 
сторон восьмиугольника боль- 
ше стороны квадрата: АС + 

СВ АВ. 

Точно так же р 2 <рз, Рз<Р\ 
и т. д. Но как бы эта последо- 
вательность ни возрастала, 

сверху она ограничена периметром описанного квадрата, 
т. е. числом Р\ = 8, так как описанный квадрат, как объ- 
емлющая ломаная, больше выпуклой объемлемой ло- 
маной, а таковой является любой вписанный много- 
угольник. 

Последовательность периметров правильных описан- 
ных многоугольников 

Ри Рз, Рз, Ра, ... 



Рис. 149. 


монотонно убывает, так как описанный квадрат есть 
объемлющая по отношению к описанному восьмиуголь- 
нику. 

Следовательно, Р\>Р 2 . На том же основании Р 2 >Р 3 
и т. д. 

Ограниченность последовательности снизу следует из 
того, что любое из чисел последовательности Р и Р 2 , 
Рз, ... больше любого члена последовательности р и р 2 , 
Рз, р 4.’ • ■ ■ 

Таким образом, обе последовательности имеют пре- 
дел. Как будет показано в § 241 (пример 6), этот пре- 
дел является общим и принимается за- длину окруж- 
ности. 
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Определение. За длину окружности принимается 
общий предел последовательностей периметров правиль- 
ных вписанных и описанных многоугольников, когда 
число сторон многоугольников неограниченно возра- 
стает. Длину окружности обозначают буквой С. 

§ 239. Вычисление длины окружности 


Математики XVI, XVII и XVIII столетий, не зная 
того, что спрямленная окружность' представляет отре- 
зок, несоизмеримый с ее радиусом, старались с боль- 
шой точностью находить длину окружности методом пе- 
риметров. Для этого применялась так называемая фор- 
мула удвоения-. 

2Я 2 — 2Я ]/* Я 2 - — .' 

Последуем их примеру. 

Известно, что сторона вписанного квадрата а 4 = Я \/ г 2\ 
а 4 = У 2 при Я = 1. По формуле удвоения: а 8 = Ѵ2 — ]/ 2, 

а 16 =Ѵ Г 2- Ѵ2+ У 2 , а 32 = ]/" 2-Ѵ 2 + Ѵ2+ |/Т и 

т. д. Если число сторон окажется достаточно большим, 
то по вычисленной стороне находим периметр и его 
принимаем за приближенную длину окружности. 

Таким образом был вычислен периметр вписанного 
и описанного- многоугольников с числом сторон 2п = 3072 
(исходный многоугольник — шестиугольник, а не квад- 
рат, как у нас). 

Оказалось, что при Я = 1 



Отсюда 


р « 6,2831842, Р ~ 6,2831876. 



« 3,141592. 


Только в XIX столетии было доказано, что число я 
иррационально. 


§ 240. Два замечательных предела 
1) Ііт = 1. Предел отношения синуса бесконеч- 

г -»0 2 

но малого аргумента к самому аргументу равен 1. 
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Построим окружность единичного радиуса (рис. 150 ) 
и в ней острый центральный угол Л АО В = г; точки А 
и В соединим хордой и в точке В проведем касатель- 
ную к окружности, точка С — пересечение касательной 
с продолжением радиуса О А. Можно написать следую- 
щие очевидные неравенства: 

пл. Л АО В < пл. сектора АО В < пл. АОВС, 

или 


У 1 • 1 *зіпг< т . Ьг< 4 -* 1 -*гг. 


(О 


[Здесь были использованы известные факты из геомет- 
рии и тригонометрии: 

а) площадь треугольника 
равна половине произведения 
двух сторон на синус угла ме- 
жду ними; 

б) площадь сектора равна 
половине произведения длины 
дуги на радиус; 

в) площадь прямоугольно- 

го треугольника равна полови- 
не произведения катетов, где р ис 150 

катет ВС = 1 §г.] 

Умножаем все члены неравенства (1) на 2, после 
чего делим на зіп 2 ($іп2>0). Получим неравенства 
того же смысла; 



или 


К 


< 


1 


зіп г ^ соз г * 


1 > 


зіп г 
х 


>С03 2 


( 2 ) 


(если а <Ь, то при а>о). 

При г— »• 0 крайние члены двойного неравенства ( 2 ) 
стремятся к общему пределу, равному 1, следовательно, 

заключенное между ними отношение имеет тот 

же предел, т. е. 
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Примечание. Вместо г может стоять любая дру- 
гая бесконечно малая величина. Например: 

1) 1іш~~- = 1, г -5 л:; 

х-»о ох 


Но 


2) Ііш 


51П 


пу 


пу 

3 


1. 


3) Пт 


81П — 
X 

X 


1. 


2 «= 


яд. 

з ’ 



Ііт 

х-»о 


5Іп Зх 
X 


ф 


1, 


так как здесь нет соответствия: под знаком синуса имеем 
бесконечно малую Зл:, а в знаменателе дроби стоит л: — 
тоже бесконечно малая, но другая. Тогда предел нахо- 
дится так: 

8Іп Зл: о 5Іп 3* 

~ 6 ~ЗГ~* 


Пт 

х-»0 


5ІП ЗХ 


2) Пт 

П-> °° 

общий член которой 


+ ^г) ' 


: ЗНт 

х-*0 


8ІП ЗХ 
Зх 


3-1 (2 = Зл:). 


е. Рассмотрим последовательность, 


где п — натуральное число. 

Следующая таблица показывает, как изменяется х п , 
когда п возрастает: 


Хп 

1 

2 

3 

... 

10 

100 

10 000 

1 000 000 

... 

Хп 

2,00000 

2,2500 

2,3704 


2,59982 

2,70481 

2,71815 

2,71828 

... 


Из этой таблицы можно заметить, что с возраста- 
нием п х п также возрастает, но темп роста затухает: 
вначале, когда п изменяется от 1 до 2, х п изменяется 
от 2 до 2,25, т. е. на 0,25, а уже при изменении п от ІО 4 
до 10 б величина х п увеличивается всего на 0,00013. 
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Прі шем без доказательства, что выражение + “| 

при неограниченном возрастании п(п— »оо) стремится 
к определенному пределу (можно показать, что после- 
довательность {х„} монотонно возрастает и ограничена 
сверху, например, числом 3). Этот предел обозначается 
буквой е. Число е — иррациональное; его первые деся- 
тичные знаки: е — 2,7 182818284590 ..., или е» 2,718. 

Выше мы уже говорили, что логарифмы с основа- 
нием, равным е, называются натуральными И обозна- 
чаются « 1 п». 

Можно доказать также, что и 

_і_ 

Пт (1 + а) “ = в. 

а-И) 

Для этого достаточно положить ~ = я. тогда п-*о о 
при а— >- 0 . 

Число е играет исключительно важную роль как 
в самой математике, так и в ряде других наук. 

§ 241. Примеры на отыскание пределов 

Пример 1. Найти Пт (х 3 — Зх 2 + 8х + 5). 

х -*2 

Сначала применяем теорему о пределе алгебраиче- 
ской суммы и одновременно выносим постоянные мно- 
жители за знак предела, потом — теорему о пределе 
степени: 

Пт (х 3 — Зх 2 + 8х + 5) = Пт х 3 — 3 Пт х 2 + 

*->2 Х->2 х->2 

+ 8 Пт х + 5 = 2 3 — 3 • 2 2 + 8 • 2 + 5 = 17. 

Х-*2 

Предел в данном случае можно было получить проще, 
если сразу на место х подставить его предельное зна- 
чение: 

Нт (х 3 - Зх 2 + 8х + 5) = 2 3 - 3 • 2 2 + 8 - 2 + 5 = 17. 

Х-*2 

0 

Пример 2. Найти Пт — — 5 - . 

*->з х ~ 6 

Если в этом примере подставим на меето х его пре- 
дел 3, то получим неопределенность: 

З 2 - 9 _ 0 
3-3 ~ 0 * 
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что говорит о том, что теорема о пределе частного не-* 
применима (предел знаменателя равен 0), но 

х‘ — 9 , „ 

т=т = * +3 - 

Равенство (1) имеет место при всяком хФЗ. В таком 
случае считают, что пределы у левой и правой частей 
должны быть одинаковы: 

Ііт — — — = ііт (х + 3) = 6. 

х л х-»3 


Приме.р 3. Найти Ііт = , 

р у х-*о V 1 + Здг — 1 

Так как предел знаменателя при х — ► 0 снова оказы- 
вается равным нулю, то мы не можем применить тео- 
рему о пределе частного; преобразуем данную дробь 
до перехода к пределу; 

х х{Ѵі +3х -і-І) 

УГ+аГ-і “ (/Г+зГ- і)(ѵТ+1Г + і) “ 


х(/і + 3х +0 

Зх 


у (У 1 + Зх + 1 ). 


Таким образом, 


Ііт 

х->0 


X 

/Г+зГ-і 


Ііт 4-(]/ 1 + Зх + 1) = 

х-*а л 

= -^(/1 + 3. 0+1) 


2_ 

3 * 


Зх 1 2 + 2 

Пример 4. Найти Ііт 

Х-> оо Х “г х г 1 

Так как с символом оо нельзя обращаться как с чис- 
лом, то надо преобразовать данную дробь: 


Ііт 


Зх 2 + 2 

х 2 + х + 1 


Ііт 


Ы) 




Ііт 

Х->оо 


Ы) 


1ІШ 


( 1+ 7 + -^) 


3 + 0 
1+0 + 0 


= 3 , 


1 А 1 

так как--* 0 при *->•» и -т 

X X 


■0 При Х-Г ОО. 
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Пример 5. Найти Ііт 


Зх 


ЗІП Т 

Представим выражение под знаком предела в сле- 
дующем виде; 

X 


Тогда 


Зх 


6. 


. X 

8Ш т 


. X 
81П — 


= 6 


, . Зх , . 
Ііт нт 


х-*о 


51П 


і. х-*0 


. X 

8Ш Т 


X 

2 

= 6 . — = 6 


X 

2 ) 
зіп| 

так как Ііт — - — = 1 

х-*0 ±. 


Пример 6. Показать, что последовательности, со- 
ставленные из периметров правильных вписанных и 
правильных описанных многоугольников, в процессе не- 
-ограниченного удвоения числа их сторон стремятся к од- 
ному и тому же пределу С. 

Пусть Рп — периметр вписанного «-угольника, Р п — 
периметр описанного «-угольника. Исследуем, как ме- 
няется их отношение 

Рп 

Рп~ К 


(периметры подобных правильных многоугольников от- 
носятся, как их апофемы). 

Учитывая, что апофема /і„ правильного вписанного 
многоугольника стремится к Р при « — » о о, имеем: 



Ііт Н п 

Л-»° о 


а 





Из того, что предел отношения периметров равен 1, сле- 
дует, что С есть общий их предел. 

Пример 7. Вывести формулу для площади круга, 
рассматривая площадь круга как общий предел двух 

427 


последовательностей площадей правильных вписанных и 
описанных многоугольников, когда число их сторон не- 
ограниченно удваивается. 

Площадь правильного вписанного «-угольника равна 
половине произведения периметра на апофему: 

Яп 2 Рп^п> 

где < 7 „ — площадь, р п — периметр, к п — апофема пра- 
вильного «-угольника. Тогда 

Пт ц „ = у Ііт (лА) = 4- Пт р п Пт Н п = ]гСЯ = л/? 2 . 

П-> оо «-> оо " п-> оо п-> оо 4 

Здесь была применена теорема о пределе произведения. 

Для описанного многоугольника имеем = 1-р п . 
откуда 

Нт <2 п = у Я Пт Р п = і ЯС = 1 Я ■ 2лД = пі?. 

П-> оо ^ а-> сх> ^ - 


§ 242. Сумма бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии 


Определение. Геометрическая прогрессия, знаме- 
натель которой по модулю меньше единицы (|<?|<1), 
называется бесконечно убывающей или сходящейся. 
Сумма первых п ее членов может быть вычислена по 
формуле , 

с _ Ді (1 -<7 Д ) 

1 — ^ ’ 

Представим 5„ в , следующем виде: 




( 1 ) 


Пусть число членов « неограниченно возрастает 
(н — * оо) ..Тогда 


Нт $„ 

п-»°° 


«і 

1 -<7 


«і 

1 


Пт д". 

П-» оо 


Но < 7 П =»0 при «-> оо ( | < 7 1 < 1 ) ; следовательно, 


1 -? 


О 
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как произведение постоянной на бесконечно малую, а 
потому 


Определение. Предел, к которому стремится 
сумма первых п членов бесконечно убывающей геомет- 
рической прогрессии при неограниченном возрастании 
числа членов п, называется суммой бесконечно убываю- 
щей геометрической прогрессии. 

Таким образом, 

5 где 5 = Пт 8 п . 

1 Ч П -> °о 

Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрес- 
сии равна первому члену а ь разделенному на разность 
между 1 и знаменателем прогрессии ц. 


§ 243. Обращение периодической десятичной дроби 
в обыкновенную 

Представим бесконечную периодическую десятичную 
дробь а = 0,3151515 ... в следующем виде: 

а = 0,3 + 0,015 + 0,00015 + 0,0000015 + 

а = 0,3 + 15 • ІО -3 + 15 • ІО" 5 + 15 • ІО" 7 + . . . 


Правая часть этого равенства, начиная со второго чле- 
на, представляет сумму бесконечно убывающей геомет- 
рической прогрессии со знаменателем д «= 10 -2 , а потому 


а = 3 


10" 1 


+ 


15 • 10~ 3 
1 - ІО -2 ’ 


__І_ 1 15 3-99+ 15 3(100- 1)+ 15 _ 315-3 

а — Ю 990 990 990 990 5 

312 _ 52 
а = 990 _ 165 * 


Правило. Чтобы обратить смешанную периодиче- 
скую дробь в обыкновенную, нужно из числа, стоящего 
до второго периода, вычесть число, стоящее до первого 
периода, и взять эту разность числителем, а в знаме- 
нателе написать цифру 9 столько раз, сколько цифр 
в периоде, и приписать к ним цифру 0 столько раз, 
сколько цифр до периода. 
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Пример. 

Р = 0,42777 ... 


Обратить в обыкновенную дробь 


„ 427-42 385 77 

Р “““900 " = ’90(Г ! “і80 ' 


Примечание. Чистую периодическую дробь, на- 
пример 1,272727 ..., обратить в обыкновенную проще: 


1,272727... 


1 ~ 99 1 99 1 



§ 244. Сравнение бесконечно малых величин 

Различные бесконечно малые величины имеют то об- 
щее между собой, что в процессе своего изменения каж- 
дая из них обязана стремиться к нулю, в противном 
случае они не были бы бесконечно малыми. 

Оказывается, что у разных бесконечно малых вели- 
чин процесс стремления к нулю протекает неодинаково: 
одни «быстрее» приближаются к нулю, чем другие. Это 
видно из следующего простого примера. 

Если х-»0, то х 2 также стремится к 0. 

. Пусть х пробегает числовую последовательность 
*■=!; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; ... Тогда х 2 =1; 0,01, 
0 , 0001 ; 0 , 000001 ; .... 

Сразу заметно, что х 2 «быстрее» приближается 
к нулю по сравнению с х, Но разговор о том, что одна 
величина быстрее приближается к нулю, чем другая, 
.лишен пока точного математического смысла: остается 
невыясненным, что подразумевать под «быстротой» 
(скоростью) стремления бесконечно малых к нулю, как 
ее измерить? 

Введем новые математические понятия и, пользуясь 
ими, будем описывать различный характер приближения 
к нулю бесконечно малых величин. 

В основу новых понятий положена идея сравнения 
двух бесконечно малых путем отыскания предела их 
отношения (частного) . 

Определение 1. Две бесконечно малые вели- 
чины аир называются бесконечно малыми одного по- 
рядка, если предел их отношения равен числу А, отлич- 
ному от 0. 

Таким образом, если 1іт-^ = Л (А Ф0, А ф оо), то а 
и р — бесконечно малые одного порядка. 
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Пример, а. 
но малые одного 


= 3(.ѵ — 1) и р 
порядка при х- 


Ііт 

х-И 


х-\ 

З(ж-І) 


= х — 1 — две бесконеч- 
-* 1, так как 
1 

= 3 • 


Определение 2. Бесконечно малая р называется 
бесконечо малой высшего порядка по сравнению с бес- 
конечно малой а, если предел их отношения равен 0. 

В условной математической записи данное определе- 
ние выражают так: если 1іт-^- = 0, то р = о(а). Запись 

р = о( а) читается: р — бесконечно малая высшего по- 
рядка относительно бесконечно малой а. 

Примеры. 1) х 2 — бесконечно малая высшего по- 
рядка по сравнению с х в процессе стремления х 
к нулю, так как ^ > 

Игл — = Ііт х = 0. 

х-»0 •* х->0 


Г 2) р = (2х — I) 3 и а = (2х—1) 2 . Здесь р = о(а) при 
х ->4-, так как Ііт = Ііт (2х — 1) = 0. 

і і а і 


§ 245. Эквивалентные бесконечно малые 

Среди различных бесконечно малых в приложениях 
математики важную роль играют те из них, предел от- 
ношения которых равен 1. 

Определение. Две бесконечно малые а и р на- 
зываются эквивалентными или равносильными , если пре- 
дел их отношения равен 1. 

Если Ііт — = 1, то р ~ а. Здесь знак ~ заменяет сло- 
во «эквивалентно» и называется знаком эквивалентности. 

Приведем примеры: 

1) зіпх~х, 2) 3) зіп*~і§л: при *-»0. 

Поэтому при значениях х, близких к нулю, значения 
зіп х и можно считать равными числу х, т. е. ра- 
дианной мере угла. 

Например: 1) зіп 2° = зіп 0,035 « 0,035, 

2) 1°40' = 0,029 « 0,029. 

Эквивалентность синуса и тангенса отражена в 
устройстве общей шкалы для синуса и тангенса малых 
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углов на обратной стороне движка логарифмической 
линейки (см. § 207). 

Отметим еще одну важную пару эквивалентных бес- 
конечно малых. Убедимся в том, что 

1п(1+х)~х при х— >0. 

Действительно, 


Пт 

Х->0 


1п (I + х 

X 


- = ііт [іп(1 + х) х ] = 


х -»0 


Іп 


Ііт (1 + х) 1 

_х-+о 


= 1пе= 1. 


Отсюда, например, следует, что: 

1) Іп 0,9985 = Іп (1 — 0,0015) —0,0015, 

2) Іп 1,043 = Іп ( 1 4- 0,043) ~ 0,043. 

Таким образом, мы можем легко находить натураль- 
ные логарифмы чисел, близких к единице. 

Нетрудно показать, что 

— 1 при х— >0, 

так как 

и™ (ѴТ+7-1) (/Т+7-ц) 

\ |(ѴТ+7+і) 


= Ііт 


- = Ііт 


у — 11,11 ~ г- 

*-»°у(КГТТ+1) *->о у і + х + 1 


= 1. 


Поэтому в приближенных вычислениях пользуются фор- 
мулой 

]/і+хк*1+у(л: — число, близкое к 0). 


Аналогичного происхождения формула 


— ! — ~ і - * 
V 1 + х 2 ’ 

вытекающая из эквивалентности бесконечно малых 

а = — — 1 и 3= — — пои х-*0. 


1 , о X 

— — 1 и р= — — при х 

VI + х г 2 1 

Примеры. 

]/0Д92 = 1/1 +(-0,008) « 1 - 0,004 = 0,996, 

0,04! =0,959. 


/ 1,082 


§ 246. Приращение аргумента и функции 

Пусть дана функция у = Зх 2 — 5х + 8. Если аргу- 
мент х принимает значение х, = 2, то соответствующее 
значение функции у х = 3 • 2 2 — 5 • 2 + 8 — 10. 
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При другом значении аргумента х 2 -= 4 функция при- 
нимает значение уг = 3 • 4 2 — 5 • 4 + 8 = 36. 

Изменению аргумента на величину х 2 — Х\ = 2 соот- 
ветствует изменение данной функции на величину 
У2 — Уі = 26. 

Определение. Разность двух значений аргумента 
называется приращением аргумента и обозначается: 
Л '2 — Х\ = Дх («дельта икс»). 

Аналогично разность соответствующих двух значений 
функции называется приращением функции , что запи- 
сывается: г/г — У\ = А у («дельта игрек»), В нашем при- 
мере Дх = 2; Д у = 26. 

Приращения аргумента и функции могут быть поло- 
жительными, отрицательными и 0. Например, если 
у = 1/х и аргумент х от значения Хі = 5 переходит к зна- 
чению х 2 =1, то Дх = х 2 — х, = 1 — 5 = — 4. Приращение 
функции при этом 

. 11114 

Ьу = Уг-У\= — у=д-. 

В этом примере отрицательному приращению аргумента 
соответствует положительное приращение функции. 

Очень важно научиться находить приращения раз- 
личных функций в общем виде, когда не фиксируется 
в виде определенного числа ни исходное (хі), ни ко- 
нечное (хг) значение аргумента. Тогда чаще всего 
применяются следующие обозначения: начальное (исход- 
ное) значение аргумента обозначают просто через х (без 
индекса), конечное значение через (х + Дх). 

Начальное значение функции обозначают через у 
или /(х), конечное значение — через (у + Ау) или 
}(х + Дх). 

Пример 1. Найти в общем виде приращение функ- 
ции 

г/ = х 3 — 2х + 5. (1) 

В правой части равенства (1) аргумент х заменяем на 
(х + Дх) и производим над (х + Дх) все те действия, 
которые должны производиться над х. Одновременно 
в левой части у заменяется на ( у + Ау) : 

у + Ау = (х + Дх) 3 — 2 (х + Дх) + 5, 

или 

у + д у = х 3 + Зх 2 Дх + Зх (Дх) 2 + (Дх) 3 — 2х — 2 Дх + 5. (2) 
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Заметим, что (у + Д у) называют приращенным значе- 
нием функции. Из равенства (2) вычитаем равенство (1): 

Дг/ = ( Зх 2 - 2) Ах + Зх (Ах ) 2 + (Ах) 3 . 

Это и есть общая формула для приращения данной 

функции. Если л: — 5, Дх = 
= — 1, то Ау=~ 73+15— 1=: 
= —59. 

Пример 2. }(х) = зіпх. 
Найти приращение /(х), ко- 
гда х принимает прираще- 
ние Дх: 

/ (х + Ах) = 5Іп(х + Дх), 

Д/ (*) = І(х + Ах)-і (х) = 

= зіп (х + Ах) — ЗІП X, 

или, преобразуя разность двух синусов в произведение, 
получим окончательно: 

Д/(х) = 2сОЗ іуХ + зіп 

На рис. 151 изображен график функции у = /(*). На 
кривой взята точка М(х,у) с абсциссой х и ординатой у. 
Если точка М сместится по кривой в новое положе- 
ние М і, то ее новые координаты будут х + Дх и у + Ау. 
Таким образом, приращение аргумента Ах есть прира- 
щение абсциссы, а приращение функции А у есть при- 
ращение ординаты точки М кривой у = /(х). 



§ 247. Непрерывность функции 

Остановимся на одном важном свойстве функции, 
которым мы многократно пользовались при построении 
трафиков, но еще не дали точного математического 
определения. 

Пусть т/ = /(х) — произвольная функция, х 0 — точка, 
взятая из области определения данной функции, так что 
ІЫ есть действительное число. Считая х 0 исходным 
(начальным) значением аргумента, дадим ему прира- 
щение Ах. Это приращение может быть как положи- 
тельным, так и отрицательным числом, и в дальнейших 
рассуждениях его знак не будет играть никакой роли. 
Приращенному вначению аргумента, равному х 0 + Ах, 
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Рис. 152. 


соответствует приращенное значение функции, равное 

+ Д*). Разность і(х о + Д*) —!(Хо) есть приращение 
функции: 

^у = І(х 0 + /±х)-І{х 0 ). 

Будем постепенно уменьшать абсолютную величину 
приращения аргумента, заставляя Ах — ►О. Если при этом 
приращение функции Д у также стре- 
мится к нулю, то говорят: функция І(х) 
непрерывна в точке х = х 0 . 

Определение 1. Функция назы- 
вается непрерывной в точке х = х а , если 
бесконечно малому приращению аргумен- 
та в этой точке соответствует бесконечно 
малое приращение функции. 

Заметим, что в самом определении 
непрерывности неявно содержится требо- 
вание того, чтобы функция была определена в точке х 0 . 
Действительно, если бы в точке х 0 функция не была опре- 
делена, то не имело бы смысла говорить о приращении 
функции в этой точке, а следовательно, и о непрерывности. 

В геометрическом истолковании непрерывность функ- 
ции в точке х = Хо означает, что график функции 
в окрестности точки Хо представляет собой сплошную 
кривую без разрывов (рис. 152). 

Определение 2. Если функция непрерывна в лю- 
бой точке промежутка (а,Ь), то она называется непре- 
рывной в этом промежутке. 

Определение 3. Точка, в которой не выпол- 
няются условия непрерывности, называется точкой раз- 
рыва , а функция называется разрывной в этой точке. 

Пример 1. Убедиться в том, что при любом хф О 

функция У = ~ непрерывна. 

Находим приращение функции в точке хФ§. 

т т . 11 Л* 

Имеем ДУ = 7+д7-7= - * ( * + д*) • 

Приближаем приращение Дл: к нулю и находим пре- 
дел приращения Д у. 

Ах О 


Нт Ау = - 1іш. да) - 


= 0 . 


Дх->0 


Дх-»0 


Здесь мы применили теорему о пределе частного и 
произведения. Оказалось, что при Дх-»0 одновременно 
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и Дг/’-э-О, что означает непрерывность функции при лю- 
бом х Ф 0. 

Пример 2. Показать, что в точке х = 4 функция 
У = Т ё ( * - 3) Р аз Рывна. 

Разрыв функции в точке х = 4 обусловлен тем, что 
І(х) не определена в данной, точке (знаменатель 
3)|я: = 4 = 1§1 = 0, а на нуль делить нельзя). 

Пример 3. Функция Дх) задана двумя форму- 
лами: 

/(л . ) = |і* 2 + 3 П Р Н 

( Зх + 7 при х > 1. 


Показать, что в точке х = 1 функция разрывна. 

В этом примере, в отличие от предыдущего, в точке 

*=1 функция определена: /(1) = -1 .'1 2 + 3 = 3,5. 

Остается проверить, стремится ли Ау к 0 при Дх-»0, 
каков бы ни был знак приращения Ах. 

1) Пусть аргумент х получает сначала отрицательное 
приращение (— Дх), тогда приращение функции в точке 



х = 1 равно /(1 - Дх)-/ (1) = 
= [у (1 -Дх) 2 -^ - 3,5, пли Ау = 

= — Дх + . Если ( — Дх) — ► 0, 

то Ау, как алгебраическая 
сумма двух бесконечно малых 
величин, также стремится к 
нулю. 

2) При положительном Дх 
значение аргумента равно 
1 + Дх, приращение функции 

Ау = !(\ + Дх) — /(1). 


Но 1 + Дх > 1, а потому со- 
гласно правилу задания данной функции (при х > 1 
функция Дх) = Зх + 7) /(1 + Дх) —/(1) = [3(1 + Дх) 

+ 7] -3,5, 

Ау = 3- Дх + 6,5. 


Если Дх — >0, то Ау— »6,5. Таким образом, в точке х= 1 
функция разрывна (рис. 153). 
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§ 248. Свойства функции, непрерывной на отрезке 

1. Непрерывная на отрезке [а, Ь] функция принимает 
хотя бы в одной точке этого отрезка свое наибольшее 
значение ( М ) и хотя бы в одной точке свое наименьшее 
значение (т): 

1) На рис. 154 наибольшее значение соответствует 
точке х = Си наименьшее значение — точке х = с 2 . 



2) На рис. 155 показано, что наибольшее значение 
достигается в двух точках Сі и с 3> наименьшее значе- 
ние — только в одной точке с 2 . 

3) Если функция на данном отрезке всюду возра- 
стает (график — восходящая кривая), то наименьшее 
значение функции соответствует левому концу отрезка, 




наибольшее — правому концу (рис. 156), в случае убы- 
вания — і^роборот. 

2. Если на концах отрезка [а, Ь ] непрерывная функ- 
ция имеет противоположные по знаку значения, то хотя 
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бы в одной промежуточной точке она обращается в нуль 
, (график кривой пересекает ось Ох). На рис. 157 

показано; что в левом 
конце отрезка [а, Ь] функ- 
ция отрицательна,, в пра- 
вом — положительна, в 
промежуточной точке 

н- с (а < с < Ь) функция 
обращается в нуль: 

Нс) = 0. 

Рис. 158. На рис. 158 показаны 

три точки пересечения с 
осью Ох. Вообще точек пересечения с осью Ох может 
быть только нечетное число. 



Упражнения 

1. Приведите примеры функций, взятые из геометрии, физики. 

2. Выразить длину хорды окружности радиуса # — постоян- 

но) как функцию расстояния от центра окружности до хорды. 

3. Дана функция Нх)~ ~ і+ > . Вычислить; /(0); /(-2); 

/ г 0); И +/(!)]*; ів/(у); «іп / (0). 

4. Показать, что если ф (х) = а х (а > 0, а Ф 1), то <р (*,) • ф (лг 2 ) = 

5. !(х)=1 ё х; показать, что ЦаЬ)=І(а)+І(Ь), { ^ = }(а)-[(Ь). 

6. Найти область определения для каждой из функций; 

3^ __ 2 о 

1)у "Т+Г ! 2)г/= ^ТзГ ; 3) У = Г37^7; 

4) '• 5) У^ х2 ~ 5 * + 6 : 6) »-1в(**-4); 


7) //=1 е (-ЗхН5х + 2);8)г/=агсзіп-^5; 9) 2+5Іп г - 

] 3 2 — ]/^ 8создг’ 


Ю) у - 2 


х — I . 


11) у = агссоз 


^2 ^ > 12) у — У Ірг (х + 3) , 

7. Указать, какие из приведенных ниже функций являются 
четными, нечетными, ни теми, ни другими: 


1) у — 


2 ) у- 


3) у = З х + 3~ х ; 


х 2 + і ’ а 2х+\‘ 

4) у = хѴ 9-х 2 ; 5) г/ = 2лг — 3 зіп лг; 6) у = 2 Х ~2~ Х ; 


7) у- Загсідх+І; 8) у = 


1 




9) у= агсзіп х * 


п ’ 


10) у — 5іп (х 2 ); П) у = с °^ х ; 12) у = зіп 2 2х + У4-х і , 
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8 . Доказать, что произведение и частное двух нечетных функ- 
ций есть четная функция. 

9. Доказать, что сумма, разность, произведение и частное двух 
четных функций есть четная функция. 

10. Построить графики следующих функций: 

і) </ = ій(*- 3 ); 2) */ = 1§ I х — 3 |; 3) у = 

4) у= 2~ х ; 5) у = 2 |хі ; 6) г/ = х 2 -3 | х | + 2; 7) у=агссоз 
8) У=1§ 9 ) У = 8 іпх + соз2х-І! 10) </ = зЦх-^-); 

11) у = | зіп х |; 12)^ = 1? 2 у+1. 

11. Написать пять первых членов последовательностей! 

2 п пѵ (-1 ) п п , С ° 3 Т П 

! ) ап= ТТЗ' 2) ап ~ 2п~— 1 ’ 3) " п 2 +1 * 

12. Показать, что апофема правильного вписанного в круг много- 
угольника стремится к радиусу круга при п -> °°.^ ^ 

13. Показать, что последовательность а„ = стремится к 

пределу а = 3 при п -> оо. . 

14. Найти пределы следующих функций: I) пт (2х + 1){ 

х 3 


2) Пт 


1 


3) Пт ; 4) Пт - 9 ■ ; 5) Пт 1 


х-у2 х + 1 * х-*0х+1' х-уз х г — 2х — 3 

15. К какому наименьшему неотрицательному числовому значе- 
нию должен стремиться аргумент х для каждой из указанных ниже 
функций в отдельности, чтобы все они были бесконечно большими: 

1 ) К*) - 73 у; 2 ) 2 /-Ъ* 3) У- 1-со 3 х ; 4) ^Т+1^7- 

16. Найти пределы функций: 

1 +2 + 3+ ... +л .. 3 — 2х 01 ,. Зх 2 + 1 _ 

1) Пт — г ; 2) Пт , . ч 3) Пт 2 х 2 — 3* 

' „_»оо п *-*00 *+' Х-»оо XX о 


х 2 — 2 


Ь 5) ); . 6) Л”2(гЬ + і?Ы* 


4) Пт -з— 

х -> ОО * -Г 

,. зіп2х зіпЗх .. 1®2х )П ^ 1 ~ с03 X 

7) Нт — т; — ; 8) Нт 9) Пт 10) пт 2 . 

ж-»о 2х *-»о 2х х +о 2л х->о * 


1 


17. Показать, что при х ->0 

1) 8Іп 2х ~ 2х; 2) 1§3х~3х; 3) 1^1 + х — 1 ~-д- х. 

18. Найти точки разрыва функций и показать вид их графиков: 

1) у=^Ѣт- 2) у- 2 ^’ »~т=Ьт‘ 

19. Показать, что перечисленные ниже функции непрерывны 

на всей числовой оси: з __ 

1 ) у = ах 2 + Ьх + с\ 2) у = . * 3) у = 5іпх; 4 )у~ух. 

1 т” X 


ГЛАВА XVII 

ПРОИЗВОДНАЯ 
§ 249. Вводное замечание 

При изучении линейной функции у — кх + Ь (§ 51) 
было отмечено, что путь 5, пройденный телом при рав- 
номерном движении, есть линейная функция времени: 
5 = ѵі + 5о. Здесь роль коэффициента пропорциональ- 
ности к играет скорость ѵ, постоянная в данном движе- 
нии и понимаемая как путь, пройденный в единицу вре- 
мени. 

Всякий равномерный процесс характеризуется линей- 
ной функцией и имеет ту особенность, что изменение 
функции пропорционально изменению аргумента: 

Ау = кАх. ' (1) 

В самом деле, если 

у = кх + Ь, (2) 

то 

у + Ау = к (х + Ах) + Ь. (3) 

Вычитая из равенства (3) равенство (2), придем к со- 
отношению (1). Естественно назвать число к= — — ско- 

ростью линейной функции независимо от того, какой 
конкретный физический смысл имеют переменные х и у 
в каждом отдельном случае, так как всегда при Ах = 1 
приращение Ау = к означает изменение функции, при- 
ходящееся на единицу изменения аргумента, что, по 
аналогии с равномерным движением, есть скорость из- 
менения данной функции. 

Другое дело, когда мы сталкиваемся с неравномер- 
ными процессами, такими, например, как неравномерное 
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движение, остывание нагретого тела в среде с постоят 
ной температурой, истечение жидкости из отверстия 
под меняющимся давлением и ряд других явлений. Здесь 
возникает два вопроса: 

1) что называть скоростью неравномерного процесса? 

2) как вычислять эту скорость после того, как дано 
само определение скорости? 

Ответы на поставленные вопросы даются в следую- 
щем параграфе. 

§ 250. Задачи, приводящие к понятию производной 

1. Задача о нахождении скорости неравномерного 
движения. Лифт после включения движется по закону 

5 = 1 ,5/ 2 + 21 + 12, 

где і — время в секундах, 5 — пройденный путь в мет- 
рах. Найти скорость движения в конце четвертой се- 
кунды, считая с момента начала движения. 

Составим следующую таблицу: 


і 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

5 

12 

15,5 

22 

31,5 

44 

59,5 

Ы 

1 

1 

1 

1 

1 

Д5 

3,5 

6,5 

9,5 

12,5 

15,5 


Из этой таблицы видно, что в равные промежутки 
времени лифт проходит различные пути: за первую се- 
кунду 3,5 м, за вторую секунду 6,5 м, за третью секунду 
9,5 м и т. д. Движение лифта все ускоряется, и мы пока 
не знаем, что принять за скорость движения в конце 
четвертой секунды и вообще для любого другого мо- 
мента времени. 

Рассмотрим промежуток времени от конца четвертой 
секунды до (4 + Д і) сек. Пройденный за этот промежу- 
ток времени путь легко подсчитать: 

при / = 4 путь 5 = 1,5 • 4 2 + 2 • 4 + 12 = 44 ( м ), 


при / = 4 + М путь 5 + Д5 = 1,5 • (4 + Д/) 2 + 1 
+ 2(4 + Д /) + 12 ( м ). Вычитанием находим: 

Д5= 14 • ДМ- 1,5 (ДО 2 . 

Введем понятие средней скорости. 

Определение. Средней скоростью за промежуток 
времени А( (сек) называется частное от деления прира- 
щения пути Д5 на приращение времени М: 

Л5 

Ѵср ~~ ы ' ( 1 ) 

В нашем примере 

_ Д5 _ 14Д/ + 1,5 (ДО 2 
Гс Р М М ’ 

у С р = 14+1,5Д^ (м/сек). 

Будем находить среднюю скорость за все уменьшаю- 
щиеся промежутки времени, пользуясь формулой (1): 


м 

1 

0,1 

0,01 

0,001 

°ср 

15,5 

14,15 

14,015 

14,0015 


Истинную, или мгновенную, скорость най- 
дем, если промежуток Д і будем считать бесконечно ма- 
лой величиной, т. е. ДМ >0; тогда 

у мгн = Ііт ѵ ср = Пт (14 4-1,5- Д/) = 14 (м/сек). 

А1-*0 Д*-»0 


Таким образом, истинная скорость движения есть 
предел средней скорости, отнесенной к бесконечно ма- 
лому промежутку времени: 


у ист = Пт У ср = Пт-^-. 


дг-*о 


Д(-»0 


2. Задача об определении линейной плотности неод- 
нородного стержня. Стерокнем называют такое физиче- 
ское тело, которое по своей форме приближается к от- 
резку прямой, например, проволока, тонкий брусок; при 
этом предполагается, что поперечные сечения стержня 
вдоль всей его длины одинаковы и малы по сравнению 
с его длиной. 

Если стержень однородный, то вдоль его длины мас- 
са распределена равномерно и тогда его линейной 
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плотностью называется частное от деления его массы 

м 

на длину: V = —• 

Если же стержень неоднородный, т. е. масса распре- 
делена неравномерно вдоль его длины (стержень сде- 
лан как бы из различных 
материалов), то уже нель- 
зя говорить о плотности 
стержня вообще, ибо мас- 
са, приходящаяся на 1 см 
его длины, будет различ- 
на, в зависимости от того, 
на каком расстоянии от начала стержня выделяется 
участок стержня длиной 1 см. 

Предположим, что нам известен закон распределения 
массы: М — }(х). Масса есть функция расстояния от на- 
чала стержня. Требуется определить плотность в сече- 
нии х (рис. 159). Проведем близкое сечение на рас- 
стоянии х + Ах. Прира- 
щению длины стержня на 
величину Дл: соответству- 
ет приращение массы на 
величину ДМ Таким об- 
Ш 

разом, -д^ — средняя ли- 
нейная плотность участка 
стержня между сечениями 
хи х + Ах. 

Предел средней плот- 
ности при условии, что 
приращение длины стерж- 
ня Ах — » 0, называется линейной плотностью в сечении х: 



У777777Л 

X 

х*Дх 

і 



Рис. 159. 


ДМ 

Ѵ* = 1іт „'дГ- 

д*-»о ах 


3. Задача о проведении касательной к кривой. Дана 

парабола у = 0,5х 2 . Требуется провести касательную 
к этой кривой в точке, абсцисса которой равна х. 

Прежде всего надо уточнить само понятие «касатель- 
ная к кривой». Пусть у = {(х) — непрерывная функция, 
график которой изображен на рис. 160. Возьмем на кри- 
вой произвольную точку М(х\у), которую будем счи- 
тать неподвижной, фиксированной точкой. Сместимся по 
кривой от точки М в новое положение М, причем 
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координаты точки М { обозначим через х + Ал:, у + Ау, 
так что Мі(х + Ал:; у + А у). Соединив точки М и М { пря- 
мой, получим секущую ММі. Заставим точку Мі по кри- 
вой неограниченно приближаться к точке М (промежу- 
точное положение — точка М 2 ), тогда секущая ММі при 
этом будет поворачиваться вокруг точки М и в момент 
слияния точки М\ с точкой М станет касательной 
МТ к кривой в точке М. 

Определение. Касательной к кривой в данной 
точке М называется предельное положение секущей 
ММі. 

Точку М на кривой, в которой проводится касатель- 
ная, обычно определяют по ее абсциссе х, так как, зная 
абсциссу и уравнение кривой, легко отыскать и саму 
точку М. 

Исходя из данного определения касательной, можно 
вычислением найти положение касательной: прямая (ка- 
сательная есть прямая) в координатной системе вполне 
определяется точкой, через которую она проходит, и 
своим направлением, т. е. угловым коэффициентом 
к = ср. Приняв во внимание эти соображения, решим 
конкретную задачу о проведении касательной к пара- 
боле у = 0,5л; 2 в произвольной точке с абсциссой х. 

Возьмем две точки на параболе: М(х; у) и Мі(х+Ал:; 
у + Ау). Секущая ММ { образует с положительным на- 
правлением оси Ох угол а, причем угловой коэффи- 
циент секущей, т. е. (да, равен (см. рис. 160). Но 

У = 0,5 • х 2 , у + А у = 0,5 (х + Ах) 2 , 

откуда вычитанием находим: 

Ау — 0,5 [(х + Ах) 2 - х 2 ], 

или 

А у = 0,5 • [2х ■ Ах + (Ал - ) 2 ], 

= 0,5 (2х + Д.ѵ) = л: + 0,5 • Ах, 

1§а = х + 0,5 • Ал:. 

Если, точка М\ неограниченно приближается к точке М, 
то Ал: — >0, н угол а при этом стремится к предельному 

444 


углу <р, образованному касательной МТ с осью Ох. Сле- 
довательно, 

Ііш ■— = Ііш а = Пт ( х + 0,5 • Ах) = х, 

Дх-»0 ах Ах->0 Дх-»0 

или ід ф = х. 

Таким образом, мы нашли, что угловой коэффициент 
касательной к параболе у — 0,5л: 2 в произвольной точка 
равен х, т. е. абсциссе точки касания. 

Если х — 1, то і&ф = 1, ф = 45°, ,т. е. в точке с абс- 
циссой х = 1 касательная наклонена под углом 45° 
к оси Ох. 

Рассмотренные выше три задачи были различны по 
своему физическому и геометрическому содержанию, 
однако их решение требовало применения одних и тех 
же рассуждений: искомая величина в каждой задача 
оказалась пределом отношения двух приращений. Мож- 
но было бы привести ряд других задач из техники и есте- 
ствознания, которые решались бы тем же методом. 

Ввиду исключительной важности отмеченного выше 
предела для математики и прикладных наук ему при- 
своено особое название. 

§ 251. Определение производной 

Пусть у = І(х) — некоторая функция. 

Определение 1. Предел отношения приращения 
функции к приращению аргумента, когда приращение 
аргумента стремится к нулю, называется производной 
от данной функции: 

1іт "ХГ = У' ^ /' ( х ) = — производная. 

Ал:-»0 их 

Здесь даны три различных обозначения производной: 
у' (читается «игрек штрих»); I' (х) («эф штрих от икс»); 

■— («дэ игрек по дэ икс»). 

Теперь можно сказать, что: 

1) если формулой 8 = І(і) задан закон прямоли- 
нейного движения, то скорость движения (мгновенная 
скорость) для любого момента времени есть производ- 
ная от пути по времени: 

<15 , 

ѵ и гн = -^р (задача 1). 
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2) Если дан закон распределения массы по длине не- 
однородного стержня, т. е. М = [(х), то линейная плот- 
ность стержня в сечении х есть производная от массы 
по расстоянию (по длине): 

Ух = Ч7 (задача 2). 

3) Если дано уравнение кривой у = }(х), то произ- 
водная от ординаты по абсциссе есть угловой коэффи- 
циент касательной МТ, проведенной к кривой в точ- 
ке М: 

•^- = *е<Р = 6 К ас (задача 3). 


В этой формулировке дан геометрический смысл 
производной. 

Обратим внимание на то, что при фиксированном зна- 
чении аргумента (х = х 0 ) производная от данной функ- 
ции есть определенное число. Это число обозначается 

у'(хо) или І'(х о). Так было при 
решении задачи 1 о движении 
лифта. Здесь требовалось най- 
ти скорость в момент времени 
I = 4 тс; ответ: 

( 18 
аі 


у 


о 



5' (4) =14, или 


= 14. 


4=1 


с 


X 


Если же исходное значение 

Рис. 161. аргумента не фиксируется, а 

остается произвольным, то 

производная от данной функции есть функция того же 
аргумента, но только закон зависимости у' от х, вообще 
говоря, другой, чем закон зависимости у от х. Это видно 
из решения задачи 3: здесь функция у = 0,5л: 2 , ее произ- 
водная у' = х. 

Определение 2. Функция, имеющая конечную 
производную во всех точках некоторого промежутка 
(а,Ь), называется дифференцируемой в этом проме- 
жутке. 

График дифференцируемой функции называют глад- 
кой кривой, а сама функция называется гладкой. 

Бывают функции, которые в некоторых точках (или 
даже во всех точках) не имеют производной. При- 
мер такой функции изображен на рис. 161: здесь в 
точке х ™ с к кривой можно провести две различные 
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касательные: левую СР, когда Ах < 0„ и правую СТ, ко- 
гда Ах > 0. В таких случаях говорят, что нет никакой 

касательной, так как предел Пт не должен зависеть 

Лх-»0 

от того, стремится ли Ах к нулю справа или слева, т. е. 
правая и левая касательные должны совпасть. 

В дальнейшем речь будет идти только о дифферен- 
цируемых функциях. Фразы «найти производную» и 
«продифференцировать функцию» по своему смыслу 
равнозначны. 


§ 252. Общее правило отыскания производной 


Производная от любой дифференцируемой функции 
у = І(х) находится по следующей схеме: 

1) Аргументу х даем приращение Ах и находим при- 
ращенное значение функции: у + Ау = /(х + Дх). 

2) Из приращенного значения функции вычитаем на- 
чальное значение функции: А у = /(х + Дх) — /(х). 

3) Находим отношение приращения функции к при- 

Л у Их-ьДх) — /(х) / 

ращению аргумента: -д^- = — (это — средняя 

скорость изменения функции). 

4) Находим предел отношения приращения функции 
к приращению аргумента, когда приращение аргумента 
стремится к нулю. Этот предел и есть производная от 
данной функции: 


Игл 

Лх->0 Д * 


Пример 1. Найти производную функции у = У~х: 


Прежде чем переходи ть к пр еделу, числитель и знаме- 
натель умножим на Ух + Ах + ]/х : 

а у _ (Ѵх + і±х — Ух )(Ух + Ах + Ух ) _ 

Дх Дх {V х + Дх + Ух ) 


Дх 


1 


Ііт ■ , . — гл=- 
дх->о ух + Дх + У х 


Дх (V х + Дх +У х ) 

1 1 


Ѵх + Дх + Ух * 

1 


Ух +У х чУ х 


У'~ 


2 Ух 
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Пример 2. Под каким углом наклонена касатель- 
ная к гиперболе у = 4/х в точке х = 2? 

Найдем сначала производную у' в любой точке 
х(хФО) функции {/ = 4/х: 


Ау = 


4 (х — х — Ах) 


х + Дх 


х (х + Дх) 


Дг/ = 


4 Дх 


х (х + Дх) * 


Д^__ 

Дх 


х (х + Дх) ’ 


.. Д у ,. 4 4 , 4 

і™. = - У . 9 - - 


Теперь у'(2)= - ^-= - 1. 

з 

Следовательно, ідф=— 1, т. е. <р = -дЯ (или 135°). 


Упражнения 

1. Известно, что путь, пройденный свободно падающим телом, 
вычисляется по формуле 5 = §1 1 2 1 2, где 5 — путь в метрах, у — уско- 
рение силы тяжести, равное 9,8 м/сек 2 , і — время в секундах, 

1) Найти среднюю скорость тела за промежуток времени от 
і\ = 2 до и = 5; 2) найти скорость ѵ тела в момент 1 = 2, вычисляя 

Ііт 3) показать, что скорость ѵ свободно падающего тела в 

О А I 

любой момент времени I равна ѵ = §і. 

2. Тело движется прямолинейно и равноускоренно по закону 

5 = 5і 2 + + 10, где і — время в секундах, 5 — пройденный путь 

в метрах. Найти: 1) скорость движения в конце 8-й секунды; 2) по 
истечении скольких секунд скорость достигнет 128 м/сек ? 

3. Вычислением Ііт найти производные от функций: 

Дх-*0 Дх 

1) у = х 3 ; 2) 1/ = А-; 3) У = ~т=г\ 4) у = 2х 2 -5х + 8; 

х 2 Ух 

5) у = —■ + Зх + 1; 6) у = соз х; 7) у = -^ 4х • 

4. Вычислить {'(0), если / (х) = У I + х . 

5. Найти углы наклона касательных, проведенных к параболе 
у = 0,5х 2 + 1 в точках с абсциссами х = ±1. 

6. Под каким углом пересекаются параболы: у = Зх 2 и у = 4 — х 2 ? 
Указание. Углом пересечения двух кривых называется угол, 

образованный касательными, проведенными в точке пересечения 
кривых. 


ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ 


Глава I 


2. 6400; 6360; 6357. 3. Вторая запись указывает на более точ- 
ное измерение. 5. С точностью до 0,02 я. 6. 5,286. 7. 18,6 и 18,8. 

8. 0,05%. 9. Второе. 10. Точнее Зу. 11. 18,8. 12. 6,829. 

13. 615 км (±5 км). 14.164 кг. 15.0,25. 16.2%. 17. С тремя точ- 
ными цифрами. 18. С точностью до 0,5%. 19. 14,1 ц. 20. С точ- 

ностью до 0,1 см. 

Глаза II 


I. 1) -і; 3) 2 Ь. г. 1) 0; — |] 3) 6; 8; 5) 0,7; 0,3; Г) 3 '" + 8 


І2-|; 9) <„ + »)•; <«-»)■; П) - ^ 


аЬ(а + Ь)' аЪ (а — Ь ) 
а 2 + Ь 2 


т 2 + 6 ’ 
; а и Ь 


0; 13) у, 


не равны 
п (Л -1- Аа + ВЪ + Сс) 


_ 1 _ # 
2 1 


, т (Л + Аа + ВЬ + Сс) 

ІО) : — 5 —р=, г 


Ат + Вп + Ср 
что Ат + Вп + Ср =И= 0; 
5. й = 8. 


+ Ь; 


■ + с при условии, 


Ат + Вп + Ср 
р (Л 4- Ай -Ь ВЬ ■ • ■ Сс) 

Ат + Вп + Ср 
16) -5; 2 и 3; 2. 3. к ф 7,5. 4. к = 2 

Глава III 


о л _ м 2 8 

1. 1) *>2; 3) х<7] 5) х> - З ѵ - ^ при к< 0; 7) -д-С* Су 

9) х < — 1 и х>4. 2. 1) *>-|-; 3 ) ~<х<20. 3. - у < а < 4. 

4. 4г- 5. 10<а< 12. 6. т < - 4 и т >2. 7. При п = 0; 1. 

3 о 

Глава V 

5. 3) х 2п ~-\ 6) а' 8 ; 8) а 8т . 6. ( д ' Д р 7. 2) ѴТГ; 5) 

8) 1/ЙГ; 10) у-; 13) 8. 1) Больше ЗЕТ; 
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2) больше з/іО. 9. 

. , 

!2) |х-1|/2; 15) I УТ+Т. 

1 ,/ 2 


3) уѴ2 


6 ) |/ 2 ; 11 ) - ^ ; 

И. 7) 0,7 и 0,3 1/'Тг/ ; 


/х 2 + 1 


а-й Ѵа-Ь и у/а-й 


12. 1) 20 /7 ; 6) 0. 13. 3) 


6 6 4 _ 12 у 15 

/9 а 2 й 2 , УЩГ. 14. 1)/2»; 4) 2/2. 15. 3) /То"; 5) х/7; 9) 0,4яй; 

П) 7; 13) 1; 15) а 2 -6; 17) (а + й) 2 ; 19) 102 + 9 /б; 21) 1; 23) у 
16.4 ) а 2 й 2 ; 7) а + 6 + 2 /а/ 10) 2(х + /х 2 -у 2 ); 13) і^+ / 2 . 

19) (/-<? 2 ) 2 . 18. 2) 1/2; 5) 1/5; 9) 2-// 19. 4х /7 


хі/ 


24. т. 26. 2) а 
_ 2 _ 

12) Зай (а + 6) 5 . 


6) (х-у) \ 8) а 


11) 3 (х-у) 


27. 4) 1; 10) 1-; 13) 12 1 


8 ’ 81 ’ 

6) а 2 +м+ 1; 10) х 2 + 2; 12) а. 29. 1) 

3) і±м-, 4) /Ѵ .5). 1 . 

/а — /й а + /а +1 
2 1 




/х 2 - і 


30. 


Х-У 
~ 5.-1 


9 • 28. 3) х-у, 

■ 91 (/х +/7) 2 . 

4/Г/ ’ 

/7 3 

31. 1) .ѵ 4 ; 


2 (а — 1 ) 


2) а 5 /; 3)-а 3 4 3 ;4)/х+/у,- 




Глава VI 
х 2 — 1 


х 2 + 1 


7§=І> / 1 ) ■ Ф (3) = 39. 

1 


3. 1) Вся действительная ось; 2) х^ — — ; 3) х^О; 4) вся дей- 
ствительная ось, кроме точек х=± 1; 5) |х!^2; б) вся действн- 
тельная ось, кроме точки х = ~ 2 > 7) вся действительная ось, кроме 

точки х — 0. 4. Четными будут функции, приведенные в примерах I) 
и 6), нечетными — в примерах 4) и 7). 6. 1) ч/ = х 2 + 1; 2) у — х 2 — 2. 
7. 1) При <7>0 вершина лежит над осью Ох, при «7<0 — под 
осью Ох, при <7 = 0 вершина совпадает с началом координат. 
8- 1) у = (х — 4) 2 ; 2) і/=(х + 3) 2 . 9. 1) Сдвигом вправо на 2 единицы 
и вверх на 1 единицу; 2) сдвигом влево на 1 единицу и вниз на 
4 единицы. 10. 1) у =.(х - З) 2 + 2; 4) у = (х + 1,5) 2 - 2,5. 11. Сдвиг 
вправо на 4 единицы и вниз на 9 единиц, вершина параболы — 
в точке (4; —9); 2) сдвиг влево на 2 единицы и вниз на 1 единицу, 
вершина параболы — в точке ( — 2;— 1). 12. 1) Параболы симмет- 

ричны относительно оси Ох и имеют общую вершину в начале 
координат; 3) параболы имеют общую вершину ( — 2; 3) и симме- 

3 

тричны относительно прямой у = 3. 13. а = 2. 14. а = — 1. 15. а == — ; 

Ь 

27 7 

с=-— . 16. х = — . 17. х = 4. 

о 2 
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9) 

12 ) 


Глава VII 

1. 1) -3,5 и 3; 3) 2; 5) - 2а и 26; 7) - у и 8) [4 

6 ± /б 2 — 4а_ # Ь_ а_ # ,,, а-6 а + 6 

а 6 ’ 


И) 


а + 6 + с±/а 2 + 6 2 + с 2 — (аб + ас + 6с) 


а — Ь 

а + 6 и а — 6 ’ 
13) действительных 


корней нет; 14) 


и -1; 17) - 


т — п 

I +/8 т+ 1 


а + 6 
V аЬ 


±2; 19) а + 6 и а 2 — 6 2 . 


4. 15 м и 25 л. 5. 30 см и 12,5 см. 


2. 8 точек. 3. 

6. Нет. 7. В пятиугольнике. 8. Возможны прямоугольные треуголь- 
ники соответственно со сторонами: 3, 4, 5 и 6, 8, 10, — однако 3) не 
существует прямоугольного треугольника, стороны которого выра- 
жаются тремя последовательными нечетными числами, так как 
сумма квадратов двух нечетных чисел есть число четное, которое 
не может равняться квадрату третьего нечетного числа, т. е. нечет- 
ному числу. 9. 5 км и 6 км. 10. 3 час и 5 час. 11. 20 км/час. 
12. 48 км/час и 36 км/час. 13. 20 час и 30 час. 14. 2400 руб. 
15. 630 км и 420 км. 16. 180 км и 60 км. 18. 3) 1,23 и —0,40; 

4) 0,42 и 0,72. 19. 1) х 2 - 8х + 15 = 0; 3) 2х 2 - 7х - 4 = 0; 4) х 2 - 9 = 0; 

6) л 2_А л; = 0; 8) 12х 2 -25х+ 12 = 0; 9) х 2 - 2ах + а 2 - 6 2 = 0; 

а 

10) 4х 2 — 4шх + т г — п 2 = 0; 1 1) х 2 — Ах + 1 = 0; 12) 2х 2 — 2х — 1 =0; 

13) х 2 — 2ах + а 2 — 6 = 0. 21. 1)т=±12; 2) т = 4; 3) т = д ! ° 

и гп = 2. 22. 1 ) 6 2 — 4ас > 0, а > 0, с > 0, 6 < 0; 3) 6 2 — 4ас > 0, 

а>0 и с<0. 23. 1) т = а 2 — 6 2 ; 3)яг= — 2; 4) т = — (2а + 5) 

24.1 )* = — §-; 2) * Ц-; 4) к = — 25. а=--| 

26. а'х 2 — (26 2 — 4ас) а 2 х + 6 4 — 4а6 г с = 0. 27. 1) 0; 5; —3; 3) 0; —4 
—7; 4) 3; —1; 1; 6) х = 2, еще два корня — мнимые числа 

8)0; ±Ѵ2. 28. (х — 1) (х — 2) (х + 3) = 0; 3) (х 2 - 4) (х^- 9) =^ 

5) (х- а) (х-Ь) (х + с) (х — Л) = 0. 29. 1) ±1; ±4; 3) ± V 5 ; ±. }^6 
5) ±2; еще два корня — мнимые числа. 30. 1) 4; 3) 24; 4) 77; 6) 7 

7) 40; 8) 4; 9) 4; 10) 6; 11) За; 12) 3; 14) 64; 16) 4; 18) 20) 3 

22) За и 4а (а>0); 23) 0; 24) а + У а ^+ 81 > 2 (а>0 и 1 6 | < а) 

5а 2 - 6 2 


4а 


25) при а< 0 и 6 2 -а 2 >0 х = 0; при а>0 и а>|6| х = - 
при а = Ь = 0 уравнению удовлетворяет любое положительное число х 

26) 2 ^ |- (6 > 0); 28) а (а>0). 31. 1) (7; 5) и (-5; -7) 

3) (9; 5) и (-9; -5); 5) (]/ |)и(-у / ’ 1 2 + 1/" 

7) (2; 2); 9) (5; 3) и -|); 10) (3; 1); (-3; -1); (2/2; /г) 
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и (-2/2 ; -/2 ); 1 1) (2; 2); (-2; -2); (2; -2) и (-2; 2); 12) (7; 4); (4; 7); 
(-7; -4) и (-4; -7); 13) (8; 4) и (4; 8); 14) (6; 3); (3; 6); (-9; -|- н 

(-у! -9 1; 15) (6; 3) и (-6; -3); 17) (і0 + 4/б; 10-4/б); 

18) (8; 2) и (2; 8); 19) (9; 4) и (4; 9); 20) (~ ~ 7 =; 

\(1 -т)У т ’ 1 -т 




а 2 — 2 ± /а 2 (а 2 — 4) 

2 ^ 

(64; 8); 23) (4; 9); (9; 4); ( -4; -9) и (-9; -4); 

I а 2 + 26 + у а 2 (а 2 + 46) а 2 + 26 - /а 2 (а 2 + 46) 'і 

I 2 ’ 2 / ; 


где ” ” - — 2 — - - — — ; 2') (4: |-) ! 22) № м > 

И 

24) 


25) (6; 3), 


23 


; 12 + /35і) и (- - 2 ^ 351 ; 12 — /35 і|; 

26) (4; 2). 32. (15; 9) и (-15; -9). 33. 12 и 8. 34. и 

85. 1) 1 <_х<4; 2) ,ѵ < 1 и х>2; 3) 1 < д: < 7; 4) л: < 1 и 04; 

5) 2Ь/1<,<, . 6, -3<,< 3; 7> 

5 4-1,^41 

<х< \ к 4<х< 1 ; 8) *< — /12; -6<*<6 и *>/ТГ. 

36. 1) — 4 < .V < — 1 и 2 < л: < 3; 2) 2 < дг <5; 3) -1,5<х<-1. 

Глава VIII 

3. а + Ь + с = 0. 6. пр,а = - 4. 7. ЛВ = 4і; ВС = 6/; СО = - 41; 
В>Л = - 6/; ЛС = 41 + 6/; ВЛ ;= - 4і. 8. АМ = 2і + 6/; ЛѴ = 41 + 3/; 
МЫ — 2І — 3/. 9. Равнодействующая ОѵИ = {8, —2), |ОЛІ|=/б8. 
а • 6 = — 5. 13. соз ф =-рг=====,- ЧѴ-у^пР.*-^. 

21 9 !/■ я 

15. со$ ф = ■ 16. - 6. 19. 1. 20. — — - . 


5 /37 


Глава IX 


2 ‘ 1} ■§5' ; 4) 7) ПГ- 4 - ’> 120 ° ; 3 ) 270 °; 5 ) 22° 30'; 17) 18». 

6 . 102. 7. ^ ; " 0 "; ■д’ ~15" 9я; 5,5 я; 0,06я; 0,01л; 0,75я. 

8. -^-( рад ). II. 15,9 см. 13. Р = 44,1 см; 5=106 см 2 . 15. 1) — 
о_ 5 

3) — 22. 1) 8Іп 285° < 0; 4) іе327°20'<0. 24. 1) — 

у 6 ^ ^ 6 

3) 60°<л:<300». 25. 1) соз а = - 0,8; 4 е а =— ; С ( Е а = — 

Ь 4 3 

3)сіеа = — ; еіп а ; соза= — . 26. 1) - 7 

а ±уа 1 -\-Ь 2 ‘ ± у а 2 Ь 2 ' 
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3) — р. 27. !) зіп 15°; 3) — і§45°= — 1; 5) соз 45° 


Ѵъ 


7) — зіп -^- = — Ч— : 9) 


28. 1) зіп 60°=^; 3) -і§60°= 
о 2 


я _ _ } 2 ~ 

2 

= — |/1Г; 5) зіп 0,4я; 8) — сі§ 0,3л. 29. 1) 10° -зіп 10°; 3) 1; 

5) соз 0,1л • зіп 2 0, Ія; 6) 0; 7) соз А; 8) — зіп 0,5; 9) 0; 10) соз 2 10°; 

11) 2і§ В; 12) ід х • (зіп х — соз х). 31. 1) 0 < х < я; 2) 


2 ^ 2 

3) ^-<х<п и Щ- < х < 2я; 4) 0<*<-^-; у<х<-^-; 

7л „ „ Зя 1 Ія _ Г \ я ^ ^ я 4л Зя 

1Г <Х< ~2~ И — 5 ) Т<*<Т И Ц~ <Х< ~Т ; 

м г. , . ал я , _ , 7л 9я ^ 15я .. . я 

6) — 6 ; 7) 8 <*< 8 и 8 <ЛГ< 8 ; 8) 0 < х < — 

и Щ- < х < я; 9) 0 < х < и 

п я ■'С х ; II) | ,) <! х <С ^ и ^ х 1 1^)0 'С- я < — ; 

5я ^ „ 7я I Ія . - Пя 43я 

— < * < — и — — < л: < 2я; 13) 0 < х < и — — < х < 2я; 


— т- < х < 2я; 10) 0<л:<-^ 

4 О 


14) 


я 


5я 7я 


1 Ія 


12 <Д: < 12 ’ 12 < * < 12 ’ 


24 

ІЗя „ 17я . 

~\2~ <Х < ~1Г “ 


24 

І9я 23я 

-ГГ <Л< 1Г- 


Глава X 

О 4) — 1^-; 6) -І1. 2. соз(а-р): 140 


117 ‘ гг 221 ’ 

3. 1) — соз (а — 6); 3) зіп дс; 5) 2а; 7) сі§ 2а; 8) і§ 2 а. 4. 1) 3; 

7 т і/ Ю + З /ТО - 

93 ; 5) У - 


3) 


20 


5. 1) 


1 Л 2 


2) 


Ѵ2 


3) 


7. 1) -^-(28/2 + 7 УТВ"). 9. 1) *-(“1)*^ + яА (6 = 0, ±1, ...); 


3) * = |- + у & (А“0. ±1, 

7) (А — 0, ±1, 


.); 5) * = ±-д +я6 (6 = 0, ±1, ...); 
• ); 9) Хі =*~2 (26 + 1); * 2 =±-^-+2я6 


(6 = 0, ±1, ...); И) х= ± -^+2я6 (6 = 0, ±1, ...); 13) *=±-^-+я6 

з о 

(6=0, ± 1, ...). 10. 1) 1,5;2)/б-/з+/2-2. 11. 1)2/2соз|зіп 


„ . За а 

2) 2 зіп -д- соз а соз— ; 3) 


4соз 2 


(*— ) 


5 ) 


зіп 4а 

( х - т) . 0) 4 зіп (т + «) 8І п (т~ а ) 


; 4) 2 зіп соз ^ соз 


і-т) 


СОЗ 


соз 4 а 
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Глава XI 


1. О 




5)-|. 


о т : 2) 


Зя 
4 : 


4) 


Т Л 3 ' « Т ! 


3) у. 5. 1) х = агсзіп !/; 2) х = агсзіп 2</; 4) х = агс.с{% 4у, 
5) х = 2агсі^-|. 6. 1) ,х = 2 зіп у, 3)х = соз2 у, 4) х = ~ агсзіп -у. 


7. 1) 0,6; 2) /З; 3) 2х /і - х 2 . 9. 1) лс — (— I)* агсзіп у + яб 

(/г = 0 , ±1, ...); 3) х = ± у агссоз у + яб (6 = 0 , ±1, ...); 

Б) х = (— 1) й агсзіп у + пк + у (к — 0, .±1, 10. I) 2 зіп 55°соз 25°; 

3) 2. зіп 4 соз 1; 5) 1§|-зес-^-; 7) 2соз ^ соз ^ 

11) 2 /2 соз соз - у | ; 14) 4 зіп ^у + х) зіп ^х -у|. 

11. 1) зіп 60° + зіп 20°; 3) у (зіп 4а + зій 2а); 5) — (соз -у + соз^-І ; 
8) -^соз Зх +соз ^х - -у-^. 13. 1) у (46+ 1); — 2агсі§у + 2л6 

(6 = 0, ±1, ...); 4) х = + (* = 0, ±1, ...); 5) х, = 


= -у (2к + 1); х 2 =у + я6 (6 = 0, ±1, .,.); 7) х = -у(26+1) 

(6 = 0, ±1, ...); 8) х= ±60°+ І80°6- 15° (к = 0, ±1, ...); 

10) х,=у (86+1); х 2 = у (2/г + 1 ) -- ^ (6 = 0, ±1, ...); 13) х = 

4 я 

= агсіе у + пк (6 = 0, ±1, ...);, 15) х, = — у + я6; х 2 =агсі§5+я6 

(6=0, ±1, . ..); 17) х.,=л (26+1); х 2 =± у я + у я к (6=0, ±1, .. .); 

19) * = іг + ‘т й (й=0 ’ 2І) Хяя нг (й=0, 

22) Хі = — у + 26я; х 2 = -^--(-1)*у + 26л (6 = 0, ±1, ...); 

23) х,=уу-^-; х 2 = (26 + 1)у — у (6 = 0, ±1, . . .); 24) х, = -у-; . 

х 2 = -у; х 3 = (26+ 1)у (6 = 0, ±1, ...); 25) х= ± агссоз-у + 26л 
(6 = 0, ±1, ...); 26) х = агсіду+6я (6 = 0, ±1,...); 27) х, = 
= — + 6я; х 2 = ± агссоз + 26л (6 = 0, ±1, ...); 28) х, = 

= -у (46 + 1); х 2 = (26 + 1) я (6 = 0, ±1, ...); 29) х,=26л; 

* 2 =І^ + 6я; х 3 = -у + 26я (6 = 0, ±1, ...); 30) х,=6л; 
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1 1 3 

х, = ± 4-агссоз4-+ 6л (6 = 0, ±1, . . .); 31) лг = С — О 4 агсзіп^- + кп 
2,6 5 

(6=0, ±1, . 32) *[ = (26 '+ 1) л; х 2 = (- 1)* + кп (6=0, ±1, .. .). 


Глава XII 

3. 2) а п = 2п П _-[- - »0- 144, 168, 192. 14. 1) оГ = 4; 5„ = 207; 

2) а „=-4; п = 7; 3) а„=- 32; $„=-5; 4) га =13; 5„ = 403; 

5) ві = 1; а„ = 469; 6) га =17; а„ = 50; 7) = 5,2; 8 п = 584,8; 

8) аі=2,3;‘ га =19; 9) <і = 5,5; га = 20; 10) а, — 15; = — 3. 

15. -4- 12, 10, 8, ... 16. ч- 12, 9, 6, 3, ... или -і — 9; — 6; — 3; 0, . . . 

111 1 70 
19. 3. 20. 2 у; 5-; 8—. 21. 7 или 13. 30. ? = у; 5 7 = 53-^-. 

31. а! = 2, а 7 = 1458. 32. га = 6. 33. о, = 12; д 2 « 13. 34. 6-^- или 

— 56-г. 35. 5; 15; 45. 37. 5; 10; 20; 40. 39. 154,8 м. 49. 5 мин. 

г4 

41. 9 сек ; 1 08 лг. 42. 1) 1 < д < ^° 2 + ‘ ; 2) ^ 1 <(/ < 1. 


Глава XIII 

3. 6) -у; 7) |; 8) |. 4. 6) І-; 7) |; 9) -1; 10) -Л. 

5. 10) 11) -^-1 12) 8. 8. 1) Между -2 и -1; 3) между 

— 3 и —2; 4) между —5 и —4. 9. 1) Между —4 и —3; 2) между 
-5 и -4; 3) между -7 и -6. 10. 1) 2) 3) 4) 

л. 

5) -ір II. 1) 3; 2) З 4 ; 3) 4) у. 12. Геометрическую про- 

грессию; 2, 4, 8, 16, ... 19. 2, 3 и 5. 22. 15) 1§у = 3 1§а — д-1§6 — 


--|-іес; 17 ) І аі/ = 3 >8 6 + -|-і8 с “у >8) І8* = -~.(і?т + 

+ у 1 § 6 ); 19 > ^2= - у ( 1 е а + -1-І8б + -р 1?с); 20) І ё у=. 

= -^-[(га+ 1) Іеа + ^-І&ь]; 21) Ід л; = І в 3; 22) х =■ 

= 1дІо ёІ(а+Ь). 23. 8)г = |/~ 9) у + Ь) * ; 

V а-Ѵас*(Ь + 1) 


Ю) 2 = - 


-. 27. 3) -3,9925; 4) -5,0083. 23. 3)3,9981; 


Ь - (с + а) 3 

4) 4,0096; 5) 1,2672. 34. 4) 0,3245; 5) 1,4333. 35. 2) 1,56; 11) 0,339; 
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12) 9,00; 13) 0,587; 14) 0,26; 15) 1,072; 16) 4,47; 17) 1,17; 18) 0,893; 
19) 8,09- 10 С ; 23) 0,706; 24) 1,816; 25) 5,85; 26) 0,417. 36. 1) х = ± 1; 

2)*=11; 3) х = 2; 4)х=^^-; 5) х = 7; 6) л: = 3; 7) х = ± 2. 

37. 1) х « 0,806; 2) х «-2,4; 3) х = ± ~|/~ 38. 1) 2 и 

- &2 І ~ З ' е 3 1 2) 1, 3 и 4; 3) 0 и -|||-; 4) — ■ 5) 100 и 1000; 6) 1000 

и 7) х— 10; 8) 0,1 и 100; 9) 13,34 и 7499- ІО 4 ; 10) 7 и 15; 

10 ]/ 10 

11) 100 и 0,1; 12) х = ^; 13) 100 и 0,01; 14) 2 и 3; 15) 3 и 7. 
41. 4-- 42. 2 и -1. 43. 1 и 2. 44. -1, 2, - і— . 45. 10. 46. - 0,9. 

о 2 

29 1 4 

47. 10. 48. - 3 -. 50. 2 и 4. 51. 9. 52. — и 16. 53. 2 и 54. л: = 5: 

о 2 о 

® / — 5 7 

у = 7. 55. л: = 2; // = 6. 56. 5, У 5. 57. 4. 58. — . 50. — . 60. 3 и 13. 

о 2 

__9 

61. 7. 62. х — 0. 63. х = 10. 64. х = 10 и 10 2 . 65. лг^^-; х 2 = -^-. 


* ] &-з 

66. 1. 67. У 5 и 5. 68. 100 и 0,01. 69. 10. 70. х,=2; х 2 = — 

Ір- 3 

3 „ „ 1 • ё 


71. х = — . 72. х, = 2; х 2 = 

2 16 


73. *і= — ; х 2 = 3. 74. х — 10 3 . 


75. х = 2. 76. * = агс% 10 + пк. 77. * = 4. 78. х = 5. 79. л:, = 1; х 2 = 2. 
80. 1) х > 2; 2) < х <-і-; 3)-^-<х<у; 4)х<-|и х>3; 

5) -|-<х’<-| и |‘ <Л;< Т' ; * <_ 1 11 Х>Ъ > 7 ) ^-<х<5 и 

х>5; 8) решений нет. 83. 1) х = 5; у — 3; 2) х = 3; у — 4; 3) х = 4; 

г , = Ѵ2их=4;у=-У2;4)х=-^; У = 7Г И *“Т ; = 

I 


6 1§2 ’ * 6 

5) х = 6; у = 3; 6) х = 25; у = 16 и х = 16; і/ = 25; 7) х ■ 


1 ѵУ — 

и х = 100; у= - 1; 8) х = ^— ; г/={/9их=1;г/=1; 9) х = 4; 

/3 

г/ = 6. 84. 1) — 1<х< — и -^-<х<2; 2) 1<х<3. 


10 


; у = 2 


Глава XIV 

1. 2) 51; 5) 0,0435; 7) 0,612; 10) 0,000139; 11) 0,00785. 2. 1) 0,74; 
2) 50; 3) 13,9; 4) 45,2; 5) 1310; 6) 34; 7) 505; 8) 2640; 9) 0,000458; 
10) 0,0124; 11) 7,32; 12) 1410. 3. 1) 9,75; 2) 39,2; 3) 0,216; 4) 8,25. 
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4. 1) 1700; 2) 0,284; 3) 0,338; 4) 30,2; 5) 419; 6) 0,00729; 7) 0,059; 
8) 1480; 9) 0,00237; 10) 1910. 5. 1) 182; 2) 18,9; 3) 0,0493; 4) 0,00095; 
5) 174 000; 6) 449 000; 7) 1,19; 8) 0,000372. 6. 1) 0,632; 2) 0,279; 

3) 67,6; 4) 2,14; 5) 0,0158; 6) 0,00775. 7. 1) 7,52; 2) 1,62; 

3) 3,49; 4) 0,752; 5) 0,162; 8. 1) 334; 2) 16,95; 3) 0,0854; 4) 0,122; 

5) 44,7. 9. 1) 0,660; 2) 0,815; 3) 1,55; 4) 0,991; 5) 0,460; 6) 0,867. 

10. 1) 33,5; 2) 23,2; 3) 570; 4) 46,9. И. 1) 0,25; 2) 16,2; 3) 0,41. 
12. 1) 0,886; 2) 30,4; 3) 5,97; 4) 1,47; 5) 1,275. 13. 1) 5,4; 2) 0,00058. 


Глава XV 

2. в) 8 1. 3. в) 17 + 41. 4. в) а + (6 + 1)1. 5. в) 4 + 21. 6. в) 61. 
7. в) а + (6—1)1. 8. в) —5 + 41. 9. в) 1—0,51. 10. в) 0,28 — 0,031. 

11. в) - (.ѵ 2 + 2 у) - іх У у. 12. в) 1. 13. в) (а 2 + 2 Ь) + а УЬі. 

14. в) а + Ь. 15. в) (2т + Зяі) (2т — Злі). 16. в) (4 + 31) (4 — 31). 

17. в) (8 + 1) (8-1). 18. в) -у. 19. в) 2,41. 20. а) 1-21; 6)1; 

в) - 3- 21. 21. а) 12 - 51; б) 1-1 /З; в) 1 У 2- УІ. 22. а) 3 - 21 /б; 
от 2 — га 2 . 2 тп 


г . Уз, 1. . 

^2 2 ’ т 2 + п 2 


23.' а) -1 -уі; б) 0; 


/и 2 + я 2 

в) 2а. 24. в) /2 + і/з. 25. б) /б- - іУ2. 26. г) - 1; д) -1; е) 1. 
27. д) -1; е) 1. 28. а) 2-41/2; б) 2(х 2 -/); в) 2(1-1). 

29. а) 0,5 (- 1 + і/з); б) 1; в) 1. 30. в) -2-21. 31. а) 


+ 


+ .-/ + 


б) 3 + 21. 32. а) 5 + 21; б) 6 + 71. 33. а) 4 + 1; б) 2 + 91, 
34. а) 2 + у; б) 4. 37. а) / 2 и у ; г) / 2 и 39. а) соз у + 

+ і$іп-^-; б) соз Щ- + 1 зіп 2у-; в) 3 (соз я + 1 зіп я); г) созу + 

+ 1зіпу. 40. а) /Тз (соз 33°40'+ 1 зіп 33°40'); б) 5 (соз53°10Чі зт53 о 10'). 

41. а) 5_(соз 306°50' + 1 зіп 306°50'); б) 9,434 (соз 32° + 1 зіп 32°). 

42. а) / 13_(соз 56°20' + 1 зіп 56°20'); б) 13 (соз 157°20' + 1 зіп 157°20'). 

43. а) /53 (соз 254° + 1 зіп 254°); б) 5 (соз 323° 10' + 1 зіп 323° 10'). 


58. соз 


60. У 2 


61. / 2 


^ + 2яя + 2яя 

(- 1 ЗІП — г 


= 0 , 1 . 


59. ± 


я , „ я 

— + 2яя — 

4 . . 4 

соз І-гзт — 


+ 2яя | 
~ 2 


- 1 + і 

У2 


п — 0, 1. 


7 7 

— я + 2яя — я + 2яя 

4 , . . 4 

соз 1 - 1 ЗІП 


; п — 0, 1 . 62.-і(/з + і); 


у 0-/з); 


„„ 2яп , . . 2яя 
63. соз — ^ 1 - 1 зш — =— 


(п — 0, 1, 2, 3, 4). 
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2пп . 2ял 

64. соз — 1- г зш — — 

о 6 


(«-а і 5). 

Ѵ2 


у? 

65. ~~(1+1); 


У 2 у 2 л 

— 2 ~2 ( — *') и "^ 2 — ( * — 0- 67. I) Сложение векто. 


ров: г, ={2,3} и г 2 — {— 1, 1}, что дает г = { I, 4}; 3) умножение век» 


Лч ГЛ 1 ^ * I** )ЯШѴЛѴСПИС ОСИ.' 

тора г = { 0 , 2} на скаляр ^3, что дает г, = {3 ■ 0 , 3 • 2}, или г, = { 0 , 6}| 

Л\ - г, пі 


4) поворот вектора г = {1,2} вокруг начала координат на прямой 
угол в положительном направлении; 5) поворот вектора г = {1 1} 
вокруг начала координат на угол 9 = 60° в положительном напр’ав- 


25 


лении с последующим растяжением его в два раза. 68. 1) х = ~~\ 


« = у; 2) * = 0; у =. 2; 3) лг = 2; у = 3. 69. 1) -ѵ,. 2 = 3 ± 2 і; 2) х,. 2 = 


УЪі 


; 3) х, — /; х 2 = 2 + /. 70. 1) Комплексные точки г 


лежат на луче, исходящем из начала координат под углом в 45® 
к положительному направлению оси Ох; 4) вне круга единичного 
радиуса с центром в начале координат; 5) внутри круга радиуса 
г = 5 с центром в начале координат; 6) внутри кольца, образован- 
ного двумя концентрическими окружностями радиусов г г —2 и г 2 = 4 
с общим центром в начале координат; 8) вне круга радиуса г = 2 

~ Я . 


с центром в точке (0; і). 71. 1) УіЗе°’ ЖІ ; 2) У2е 4 ; 3) 2<? 2 


-т‘ 


— і . —і 

4) 2е б ; 5) 2е лі ; 6) е 2 . 72. 1) 1,85 + 0.77/; 2) е 2 (соз1+/зт 1) 


,3< 1п 2 = ^2,079/. д е « Іп 5 = д^І.639/. 


= 7.4 (0,54 + і ■ 0,84). 73. 1) е _ > „ у „„ _ 

4) 10<? - ‘ -2 ' 3 “. 74. 1) соз (2-/) = - 0.64+ 1,07/; 4) зіп (-3/) = - 10,02/ 
77. у= — — х. 79. Комплексные точки, г лежат вне круга радиуса 


! +ѴТ\ 


2 

0 < х < 1. 


- с центром в начале координат. 80. — 3<х< — 2 и 


2. у = 2Ѵ&-Х*. 3. 


Глава XVI 
1 


/( 1 } 


2; [і+/(і)] 2 = |; ігг(± 


*= 'е °. 8 ** — 0,0969. 6. 1) Вся действительная ось, кроме точки 
х = - о; 2) вся действительная ось, кроме точек х = - 3 и х = 0; 

3) 4) 2я6 + агссозу<х<2я(/г+1)-агссоз-|; 5) х<2 и 

*>3; 6) |х|>2; 7) д-<х<2; 8) 1й^х^4; 10) вся действи- 

тельная ось, кроме точки х-1; 11) |х|>} л 2; 12) х>-2. 7. В при- 
мерах: 1), 4), 5), 6), 11) даны нечетные функции, в примерах 3), 
8), 10) и 12) — четные функции; функции в примерах 2), 7) и 9) не 

являются ни четными, ни нечетными. 11.2) — 1 — — — — — А- 

3 ’ 5 ’ 7 ’ 9 ’ 

°' “ 5 "' °* І 7 ' °- 13. а„ = 3 — ~ +2 , ко ~~2 7* 0 П Р И п °°> 
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п + 2 


3 я 

следовательно, а п -> 3. 14. 4) 5) 2. 15. 1) х->2 ; 2) лг — > — ; 

3) *■-> 0; 4) 16. 1) у; 2) -2; 3) -|; 

4) 0; 5) 0; 6 ) -у; 7) 1; 8) |-; 9 ) 1; 10) у. 17. 3) Е 1 + х ~ „ 

з х 

= х = 1 ^ I 

^х{Е(х + \у +#Т+Т + і) у(ѴЧ* + О 2 +1^7+7+ 1) 

при х —> 0. 18. 1) х=±2; 2) х=1; 3) х*=2лк (й = 0, ±1, ±2, ...). 

Глава XVII 

1. 1) У ср = 3,5^ (м/сек); 2) ѵ = 2§ ( м/сек ). 2. 1) 88 ( м!сек)\ 
2) 12 'сек. [?. 1) Зх 2 ; 2) — у; 3) і^(*>0); 4) 4д: — 5* 

Б) у х 2 + 3; 6 ) — зіп х; 7) - (1 Д-р 4. П0)=у. 5. При д: = 1 
<р = 45°; при х=— 1 ф=135°. 6. В точках пересечения при х=±| 
касательные к параболам образуют острый угол ср = агс1§у^-. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СПРАВОК 
Квадратные уравнения 

1. х 2 + рх + я = 0; агі , 2 ±- ± у Г РІ.- Чв 

(а Ф 0). 

(а Ф 0). 


ах 2 + Ьх + с = 0; лг 1|2 = — '- ±} Ь * ~ 4ас 


2 а 

— к ± У к 2 — ас 

а 


ах 2 + 2 кх + с = 0; Хі , 2 = 

2. Формулы Виета: 

л:, +дг 2 = - р= - — ; Хі х 2 = д = —, 
а а 

3. х 2 + рх + і 7 = (* - *,) (л: - * 2 ); 
ах 2 + Ьх + с = р (х - Хі) (х - х 2 ). 

Прогрессии 

а) Арифметическая прогрессия. 

1. Общий член арифметической прогрессии: 

а п — а\ + (п — 1) л. 

2. Сумма п членов арифметической прогрессии: 

$„ 



■ 2аі + (п — і ) а ] 

1 2 Г 1 

2 \ 


где й — разность. 

б) Геометрическая прогрессия. 

1. Общий член геометрической прогрессии: 

н„ = и,<? п_І . 

2. Сумма п членов геометрической прогрессии: 
Ц| ~и п д 




-и, 


~Я п я п — 1 


\-я 1-? 

где <7 — знаменатель прогрессии (я Ф 1). 

3. Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии: 

5 = 


\~Я ' 


Логарифмы 


1. Запись Іо §г а ЛГ==л: равносильна записи а х — Ы (а > 0, а 1, 
У> 0), так что а І0 “ аЛГ =Л 7 . 


2. 1од а 1=0. 3. Іо^ а а — 1. 

4. 1о§ а (У • М) = 1о^ а У + Іода М. 
У 

5- І0&а = Ь^а У - Ь Ёа М. 


6. 1о§а У” — а Іо^а У. 

7 - Іода У. 

8. 1о В .У— Ш.. 
й ІОёа Ь 
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Таблица знаков и некоторых значений 
тригонометрических функций 


Название 

Четверти 

I 

и 

III 

IV 

функции 

I 

п 

ш 

IV 

0° 

30° 

45° 

60° 

90° 

180° 

270° 

360° 

зіп а 

+ 

+ 

- 

- 

0 

1 

2 

Ѵз 

2 

Ѵз 

2 

1 


0 

-1 

0 

соз а 

+ 

- 

- 

+ 

і 

Ѵз 

2 

Ѵз 

2 

1 

2 

0 


-1 

0 

1 

(да 

+ 

- 

+ 

- 

0 

Ѵз 

3 

1 

Ѵз 

оо 

0 

оо 

0 

сіда 

+ 

- 

4- 

- 

оо 

Ѵз 

1 

Ѵз 

3 

0 


оо 


0 

оо 


Соотношения между тригонометрическими функциями 
одного и того же угла 


1. 8Іп 2 а + соз 2 а = 1. 


3. 

5 . 

7 . 


= Ста- 


сова 
зіп а 
соз а • зес а = !. 

1 + 1§ 2 а = зес 2 а. 


2 . 

4 . 

6 . 

8 . 


зіп а 


= +8 а- 


соз а 
зіп а • созес а 



(д а • сід а = 1. 

1 + с(д 2 а = созес 2 а. 


Таблица формул приведения 


Угол 

Функция N. 

— а 

90° та 

180°+ а 

270°та 

360° Ата 

зіп 

— зіп а 

+ соз а 

±зір а 

— соз а 

4= зіп а 

соз 

+ соз а 

±зіп а 

— соз а 

4= зіп а 

+ соза 


-(да 

±Ь(д а 

н=(да 

±сід а 

+ (да 

сід 

— с(д а 

±(д а 

•+- сід а 

±іда 

и- сід а 


1 . 

2. 


Преобразования тригонометрических выражений 
зіп (а ± Р) = зіп а. соз (3 ± соз а зіп Р; і (д а ± (д р 

соз (а ± Р) = соз а соз р + зіп а зіп Р; ® ± ' ' — 1 + (& а (д р‘ 

зіп 2а = 2 зіп а соз а; 


соз 2а = соз 2 а — зіп 2 а = 1 — 2 зіп 2 а = 2 соз 2 а — 1 ; 


2а = 


1 - % 2 а ‘ 
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4. ЗІП X 


— соз а 


— сов а 
+ соза 


С05 

1 — соз а 


а _ ^ -1 / 1 4 - соз а 

2 ± У § ' 


зіп а 


2і *т 


зіп а 1 + соз о * 


1 + ‘е 2 т 


СОЗ X = 


1 -ѴІ 

1+І^І 




2 і ё 


і-*е 2 4 


б. соз 2 а = 


2 

1 + соз 2а 


зіп 2 а = 


1 — соз 2а 


6. зіп а ± зіп р = 2 зіп — ^ соз — ^-5 


а ± р а + р 

— РАО 

2 


соз а + соз р = 2 соз— со5-~ І 


соз а - соз р = - 2 зіп зіп — — 
~ 2 


2зіп^і±зіпі^, 


і е а±1 в р = т (п± Р) ; Сі 8 а + сі г р = 1НІІР^іО 

соз « соз р ' й гР зіп а зіп р * 

1 


7. соз тх • соз пх = — [соз (т — п) х + соз ( т + п) х]; 
зіп тх • зіп пх=-^ [соз (т-п) х- соз (т + п) х]; 
зіп тх • соз пх = і [зіп (т + п) х + зіп (т — п) х]. 

Обратные тригонометрические функции 

~~2 ^ агс$ ' п х ^ , зіп (агсзіп х) = х. 

2 . О ^ агссоз х ^ я, соз (агссоз х) = х. 

3 - “ \ < агсі? * <у, І В (агсід- х) = *. 

4 . О < агссід х<я, сі§- (агссі^ х) = *. 

Простейшие тригонометрические уравнения 


1. зіп х = а, 

2. соз х = а, 

3 . і §х = а, 

4 . сі§ х = а, 


х = (—1)" агсзіп а + пп. 
х = ± агссоз а + 2 пп. 
х = агсід а + яп. 
х = агссіда + яп 


(я- 0, ±1, ±2, ...). 


Таблица значений функций е х , е~ х , зіп х и со$ х 
для числового значения * 


X 

X 

е 

— X 

е 

5ІП X 

С05 X 

X 

X 

е 

— X 

е 

5ІП X 

С05 X 

0,00 

1,0000 

1,0009 

0,0000 

1,0000 

0,40 

1,4918 

0,6703 

0,3894 

0,9211. 

01 

1,0101 

0,9900 

0,0100 

1,0000 

41 

1,5068 

0,6637 

0,3986 

0,9171 

02 

1,0202 

0,9802 

0,0200 

0,9998 

42 

1 ,5220 

0,6570 

0,4078 

0,9131 

03 

1,0305 

0,9704 

0,0300 

0,9996 

43 

1,5373 

0,6505 

0,4169 

0,9090 

04 

1,0408 

0,9608 

0,0400 

0,9992 

44 

1,5527 

0,6440 

0,4259 

0,9048 

0,05 

1,0513 

0,9512 

0,0500 

0,9988 

0,45 

1 ,5683 

0,6376 

0,4350 

0,9004 

06 

1,0618 

0,9418 

0,0600 

0,9982 

46 

1,5841 

0,6313 

0,4439 

0,8961 

07 

1,0725 

0,9324 

0,0699 

0,9976 

47 

1,6000 

0,6250 

0,4529 

0,8916 

08 

1,0833 

0,9231 

0,0799 

0,9968 

48 

1,6161 

0,6188 

0,4618 

0,8870 

09 

1,0942 

0,9139 

0,0899 

0,9960 

49 

1,6323 

0,6126 

0,4706 

0,8823 

0,10 

1,1052 

0,9048 

0,0998 

0,9950 

0,50 

1,6487 

0,6065 

0,4794 

0,8776 

11 

1,1163 

0,8958 

0,1098 

0,9940 

51 

1,6653 

0,6005 

0,4882 

0,8727 

12 

1,1275 

0,8869 

0,1197 

0,9928 

52 

1,6820 

0,5945 

0,4969 

0,8678 

13 

1,1388 

0,8781 

0,1296 

0,9916 

53 

1,6989 

0,5886 

0,5055 

0,8628 

14 

1,1503 

0,8694 

0,1395 

0,9902 

54 

1,7160 

0,5827 

0,5141 

0,8577 

0,15 

1,1618 

0,8607 

0,1494 

0,9888 

0,55 

1,7333 

0,5769 

0,5227 

0,8525 

16 

1,1735 

0,8521 

0,1593 

0,9872 

56 

1,7507 

0,5712 

0,5312 

0,8473 

17 

1,1853 

0,8437 

0,1692 

0,9856 

57 

1,7683 

0,5655 

0,5396 

0,8419 

18 

1,1972 

0,8353 

0,1790 

0,9838 

58 

1,7860 

0,5599 

0,5480 

0,8365 

19 

1,2092 

0,8270 

0,1889 

0,9820 

59 

1,8040 

0,5543 

0,5564 

0,8309 

0,20 

1,2214 

0,8187 

0,1987 

0,9801 

0,60 

1,8221 

0,5488 

0,5646 

0,8253 

21 

1,2337 

0,8106 

0,2085 

0,9780 

61 

1,8404 

0,5434 

0,5729 

0,8196 

22 

1,2461 

0,8025 

0,2182 

0,9759 

62 

1,8589 

0,5379 

0,5810 

0.8139 

23 

1,2586 

0,7945 

0,2280 

0,9737 

63 

1,8776 

0,5326 

0,5891 

0,8080 

24 

1,2712 

0,7866 

0,2377 

0,9713 

64 

1,8965 

0,5273 

0,5972 

0,8021 

0,25 

1,2840 

0,7788 

0,2474 

0,9689 

0,65 

1,9155 

0,5220 

0,6052 

0,7961 

26 

1,2969 

0,7711 

0,2571 

0,9664 

66 

1,9348 

0,5169 

0,6131 

0,7900 

27 

1,3100 

0,7634 

0,2667 

0,9638 

67 

1,9542 

0,5117 

0.6210 

0,7838 

28 

1,3231 

0,7558 

0,2764 

0,961 1 

68 

1,9739 

0,5066 

0, '.288 

0,7776 

29 

1,3364 

0,7483 

0,2860 

0,9582 

69 

1,9937 

0,5016 

0,6365 

0,7712 

0,30 

1,3499 

0,7408 

0,2955 

0,9553 

0,70 

2,0138 

0,4966 

0,6442 

0,7648 

31 

1,3634 

0,7334 

0,3051 

0,9523 

71 

2,0340 

0,4916 

0,6518 

0,7584 

32 

1,377! 

0,7261 

0,3146 

0,9492 

72 

2,0544 

0,4868 

0,6594 

0,7518 

33 

1,3910 

0,7189 

0,3240 

0,9460 

73 

2,0751 

0,4819 

0,6669 

0,7452 

34 

1,4049 

0,7118 

0,3335 

0,9428 

74 

2,0959 

0,4771 

0,6743 

0,7385 

0,35 

1,4191 

0,7046 

0,3429 

0,9394 

0,75 

2,1170 

0,4724 

0,6816 

0,7317 

36 

1,4333 

0,6977 

0,3523 

0,9359 

76 

2,1383 

0,4677 

0,6889 

0,7248 

37 

1,4477 

0.0907 

0,3616 

0,9323 

77 

2,1598 

0,4630 

0,696! 

0,7 і 79 

38 

1,4623 

0,6839 

0.37 С 9 

0,9287 

78 

2,1815 

0,4534 

0,7033 

0,7109 

39 

1,4770 

0,6771 

0,3802 

0,9249 

79 

2,2034 

0,4538 

0,7 і 04 

0,7038 
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X 

е 

— X 
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5ІП X 

СОЗ X 

* 

X 

е 

— X 

е 

ЗІП X 

СОЗ X 

0,80 

2,2255 

0,4493 

0,7174 

0,6967 

1,20 

3,3201 

0,3012 

0,9320 

0,3624 

81 

2,2479 

0,4449 

0,7243 

0,6895 

21 

3,3535 

0,2982 

0,9356 

0,3530 

82 

2,2705 

0,4404 

0,7311 

0,6822 

22 

3,3872 

0,2952 

0,9391 

0,3436 

83 

2,2933 

0,4360 

0,7379 

0,6749 

23 

3,4212 

0,2923 

0,9425 

0,3342 

84 

2,3164 

0,4317 

0,7446 

0,6675 

24 

3,4556 

0,2894 

0,9458 

0,3248 

0,85 

2,3396 

0 4274 

0,7513 

0,6600 

1,25 

3,4903 

0,2865 

0,9490 

0,3153 

86 

2,3632 

0,4232 

0,7578 

0,6524 

26 

3,5254 

0,2837 

0,9521 

0,3058 

87 

2,3869 

0,4190 

0,7643 

0,6448 

27 

3,5609 

0,2808 

0,9551 

0,2963 

88 

2,4109 

0,4148 

0,7707 

0,6372 

28 

3,5966 

0,2780 

0,9580 

0,2867 

89 

2,4351 

0,4107 

0,7771 

0,6294 

29 

3,6328 

0,2753 

0,9608 

0,2771 

0,90 

2,4596 

0,4066 

0,7833 

0,6216 

1,30 

3,6693 

0,2725 

0,9636 

0,2675 

91 

2,4843 

0,4025 

0,7895 

0,6137 

31 

3,7062 

0,2698 

0,9662 

0,2579 

92 

2,5093 

0,3985 

0,7956 

0,6058 

32 

3,7434 

0,2671 

0,9687 

0,2482 

93 

2,5345 

0,3946 

0,8016 

0,5978 

33 

3,7810 

0,2645 

0,971 1 

0,2385 

94 

2,5600 

0,3906 

0,8076 

0,5898 

34 

3,8190 

0,2618 

0,9735 

0,2288 

0.95 

2,5857 

0,3867 

0,8134 

0,5817 

1,35 

3,8574 

0,2592 

0,9757 

0,2190 

Гб 

2,6117 

0,3829 

0,8192 

0,5735 

36 

3,8962 

0,2567 

0,9779 

0,2092 

97 

2,6379 

0,3791 

0,8249 

0,5653 

37 

3,9354 

0,2541 

0,9799 

0,1994 

98 

2,6645 

0,3753 

0,8306 

0,5570 

38 

3,9749 

0,2516 

0,9819 

0,1896 

99 

2,6912 

0,3716 

0,8360 

0,5487 

39 

4,0149 

0,2491 

0,9837 

0,1798 

1,00 

2,7183 

0,3679 

0,8415 

0,5403 

1.40 

4,0552 

0,2466 

0,9854 

0,1700 

01 

2,7456 

0,3642 

0,8468 

0,5319 

41 

4,0960 

0,2441 

0,9871 

0,1601 

02 

2,7732 

0,3606 

0,8521 

0,5234 

42 

4,1371 

0,2417 

0,9887 

0,1502 

03 

2.8011 

0,3570 

0,8573 

0,5148 

43 

4,1787 

0,2393 

0,9901 

0,1403 

04 

2,8292 

0,3535 

0,8624 

0,5062 

44 

4,2207 

0,2369 

0,9915 

0,1304 

1,05 

2,8577 

0,3499 

0,8674 

0,4976 

1,45 

4,2631 

0,2346 

0,9927 

0,1205 

06 

2,8864 

0,3465 

0,8724 

0,4889 

46 

4,3060 

0,2322 

0,9939 

0,1106 

07 

2,9154 

0,3430 

0,8772 

0,4801 

47 

4,3492 

0,2299 

0,9949 

0,1006 

08 

2,9447 

0,3396 

0,8820 

0,4713 

48 

4,3929 

0,2276 

0,9959 

0,0907 

09 

2,9743 

0,3362 

0,8866 

0,4625 

49 

4,4371 

0,2254 

0,9967 

0,0807 

1,10 

3,0042 

0,3329 

0,8912 

0,4536 

1,50 

4,4817 

0,2231 

0,9975 

0,0707 

11 

3,0344 

0,3296 

0,8957 

0,4447 

51 

4,6267 

0,2209 

0,9982 

0,0608 

12 

3,0649 

0,3263 

0,9001 

0,4357 

52 

4,5722 

0,2187 

0,9987 

0,0508 

13 

3,0957 

0,3230 

0,9044 

0,4267 

53 

4,6182 

0,2165 

0,9992 

0,0408 

14 

3,1268 

0,3198 

0,9086 

0,4176 

54 

4,6646 

0,2144 

0,9995 

0,0308 

1,15 

3,1582 

0,3166 

0,9128 

0,4085 

1 ,55 

4,7115 

0,2122 

0,9998 

0,0:208 

16 

3,1899 

0,3135 

0,9168 

0,3993 

56 

4,7588' 

0,2101 

0,9999 

0,0108 

17 

3,2220 

0,3104 

0,9208 

0,3902 

57 

4,8066 

0,2080 

1,0000 

+ 0,0008 

18 

3,2544 

0,3073 

0,9246 

0,3809 

58 

4,8550 

0,2030 

1,0009 

-0,0092 

19 

3,2871 

0.3042 

0,9284 

0,3717 

59 

4,9037 

0,2039 

0,9998 

— 0,0 і 92 
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